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Ãëàâà 4

Ðÿäû àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

�17. Ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèåñÿ ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû

17.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Íåïðåðûâíîñòü è èíòåãðèðóåìîñòü ñóììû ðÿäà

Ðÿä
∞∑

n=1

fn(z) ñõîäèòñÿ ê ñâîåé ñóììå f(z) ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå E, åñëè

∀ε > 0 ∃N, ∀n > N ∀z ∈ E :

∣∣∣∣∣f(z)−
n∑

k=1

fk(z)

∣∣∣∣∣ < ε .

Îáîçíà÷åíèå:
∞∑

n=1

fn(z) ⇒
E
f(z) .

Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî âíóòðè îáëàñòè D, åñëè îí ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòå G ⊂ D.

Òåîðåìà 17.1. Ïóñòü ∀n fn(z) ∈ C(E) è
∞∑

n=1

fn(z) ⇒
E
f(z) . Òîãäà f(z) ∈

C(E) .

Òåîðåìà 17.2. Ïóñòü γ � êóñî÷íî ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ íåêîòîðîé

îáëàñòè D, è ïóñòü ∀n fn(z) ∈ C(D) è
∞∑

n=1

fn(z) ⇒
D
f(z) . Òîãäà ñóììà f(z)

ýòîãî ðÿäà èíòåãðèðóåìà íà γ, ïðè÷åì∫
γ

(
∞∑

n=1

fn(z)

)
dz =

∞∑
n=1

∫
γ

fn(z) dz .

17.2. Òåîðåìû Âåéåðøòðàññà

Òåîðåìà 17.3 (ïåðâàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà). 1 Ïóñòü ∀n fn(z) ∈ A(D)
è ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä (1) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ âíóòðè D. Òîãäà

1) ñóììà ðÿäà f(z) ∈ A(D) ;

2) ∀k ∈ N ∀z ∈ D f (k)(z) =
∞∑

n=1

f (k)
n (z) .

Òåîðåìà 17.4 (âòîðàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà). Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îá-
ëàñòü, ∀n fn(z) ∈ A(D) ∩C(D) è ðÿä (1) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè
∂D. Òîãäà ýòîò ðÿä ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà D è åãî ñóììà f(z) ∈ A(D) ∩ C(D).

17.3. Âîïðîñû è çàäà÷è

1Ìû ïðèâîäèì ñîêðàùåííûé âàðèàíò ýòîé òåîðåìû. Ïîëíàÿ ôîðìóëèðîâêà ñîäåðæèò òàêæå óòâåðæäåíèå î
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè âíóòðè D ðÿäà èç ï. 2)
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1. Ïóñòü ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(z)} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ âíóòðè
îáëàñòè D. Âåðíî ëè, ÷òî {fn(z)} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà D ?

2. Ïóñòü D � îáëàñòü, fn(z) ∈ C(D) ∀n, ðÿä
∞∑

n=1

fn(z) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ âíóòðè

îáëàñòè D. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ðÿäà f(z) ∈ C(D).

3. Äîêàæèòå ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿ-
äà.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä
∞∑

n=1

zn

n
ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ â èíòåðâàëå (−1; 0) äåéñòâèòåëü-

íîé îñè, â òî âðåìÿ, êàê ðÿä
∞∑

n=1

∣∣∣∣zn

n

∣∣∣∣ â ýòîì èíòåðâàëå ñõîäèòñÿ, íî íåðàâíîìåð-

íî. (Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèÿ ïðèçíàêà Âåéåðøòðàññà ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè íå ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè).

5. Íàéäèòå ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè è ìíîæåñòâî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑

n=1

e−nz.

6. Ïîêàæèòå, ÷òî ðÿä
∞∑

n=1

sin nz

n2
ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé

R, íî ðàñõîäèòñÿ â ëþáîé òî÷êå z /∈ R.

�18. Ñòåïåííûå ðÿäû. Ðÿä Òåéëîðà

18.1. Ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

∞∑
n=0

cn (z − z0)
n , cn ∈ C, (1)

íàçûâàåòñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì. ×èñëà cn � ýòî êîýôôèöèåíòû ñòåïåííîãî ðÿäà.

Òåîðåìà 18.1 (Êîøè-Àäàìàð). Åñëè l = lim
n→∞

n
√
|cn| , òî

à) ïðè l = 0 ðÿä (1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè;
á) ïðè l = ∞ ðÿä (1) ñõîäèòñÿ ëèøü â òî÷êå z0;
â) ïðè 0 < l < ∞ ðÿä (1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ âíóòðè êðóãà |z − z0| < R , ãäå

R =
1

l
, è ðàñõîäèòñÿ âî âíåøíîñòè ýòîãî êðóãà, ò.å. ïðè |z − z0| > R.

Îïðåäåëåíèå 2. ×èñëî R � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà. Ïî îïðåäåëåíèþ:
R = 0 ïðè l = ∞; R = ∞ ïðè l = 0.

Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâî KR = {z : |z − z0| < R} , ãäå R > 0 � ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè, íàçûâàåòñÿ êðóãîì ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà.

Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè

1

R
= lim

n→∞
n
√
|cn| (2)
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íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Êîøè-Àäàìàðà.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë R′ = lim
n→∞

∣∣∣∣ cncn+1

∣∣∣∣ , (3)

òî R′ = R.

Ïðèìåðû.

1) Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑

n=0

n+ i

(2 + i)n
(z − i)n ; âûÿñíèòü, ñõîäèòñÿ ëè

äàííûé ðÿä â òî÷êàõ z1,2 = ±3i, z3 = 2.

B Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Êîøè-Àäàìàðà, âû÷èñëèì ðàäèóñ ñõîäèìîñòè:

1

R
= lim

n→∞
n

√∣∣∣∣ n+ i

(2 + i)n

∣∣∣∣ = lim
n→∞

n
√
|n+ i|
|2 + i|

=
1√
5
,

îòêóäà R =
√

5 , ñëåäîâàòåëüíî, èìååì êðóã ñõîäèìîñòè |z − i| <
√

5.
Òî÷êà z1 = 3i ëåæèò âíóòðè êðóãà ñõîäèìîñòè, òàê êàê |z1 − i| = |2i| = 2 < R ,

çíà÷èò â ýòîé òî÷êå äàííûé ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.
Íàïðîòèâ, òî÷êà z2 = −3i íàõîäèòñÿ âíå êðóãà ñõîäèìîñòè, ïîòîìó ÷òî |z2 − i| =

| − 4i| = 4 > R , ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîé òî÷êå ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
Íàêîíåö, äëÿ z3 = 2 ïîëó÷àåì |z3− i| = |2− i| = R , òàê ÷òî âûÿñíåíèå ñõîäèìîñòè

ðÿäà ïðîèçâîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè. Èìååì ðÿä
∞∑

n=0

n+ i

(2 + i)n
(2− i)n ,

äëÿ êîòîðîãî ∣∣∣∣ n+ i

(2 + i)n

∣∣∣∣ |2− i|n =
|n+ i|
|2 + i|n

|2− i|n = |n+ i| → ∞

ïðè n→∞. Ðÿä ðàñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó íå âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè
C

2) Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑

n=1

zn

np
(p � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî).

B Çäåñü z0 = 0, cn =
1

np
. Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè íàéäåì ïî ôîðìóëå (3):

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ cncn+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

(
n+ 1

n

)p

= lim
n→∞

(
1 +

1

n

)p

= 1

ïðè ëþáîì p. Ïîýòîìó ïðè |z| < 1 ðÿä ñõîäèòñÿ, ïðè |z| > 1 � ðàñõîäèòñÿ.
Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü ðÿäà â òî÷êàõ îêðóæíîñòè |z| = 1 . Òàê êàê äëÿ îáùåãî ÷ëåíà

ðÿäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∣∣∣∣zn

np

∣∣∣∣ =
|z|n

np
=

1

np
, òî ïðè p > 1 ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Åñëè æå p ≤ 0 , îáùèé ÷ëåí ðÿäà íå ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè n→∞, ïîýòîìó ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ïóñòü 0 < p ≤ 1, z = eiϕ , ϕ ∈ [0; 2π), òîãäà
∞∑

n=1

einϕ

np
=

∞∑
n=1

cosnϕ

np
+ i

∞∑
n=1

sinnϕ

np
.

Îáà âåùåñòâåííûõ ðÿäà â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðÿäà ñõîäÿòñÿ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå-
Àáåëÿ, åñëè ϕ 6= 0 (äîêàæèòå!)

Ïðè ϕ = 0, ò.å. â òî÷êå z = 1, ýòîò ðÿä ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê ïåðâûé èç ðÿäîâ â
ïðàâîé ÷àñòè ðàñõîäèòñÿ, à âòîðîé ñõîäèòñÿ.
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Èòàê, ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè äàííîãî ðÿäà � îòêðûòûé êðóã |z| < 1 ïðè p ≤ 0 ;
çàìêíóòûé êðóã |z| ≤ 1 ïðè p > 1 ; òîò æå çàìêíóòûé êðóã çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè
z = 1 ïðè 0 < p ≤ 1 C

18.2. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ñòåïåííîãî ðÿäà è åå ñëåäñòâèÿ

Òåîðåìà 18.2 (Àáåëü). Ïóñòü ñòåïåííîé ðÿä (1) ñõîäèòñÿ â òî÷êå z1 6= z0. Òîãäà
(1) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â ëþáîé òàêîé òî÷êå z, ÷òî |z − z0| < |z1 − z0| , è ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî â ëþáîì çàìêíóòîì êðóãå Kρ = {z : |z − z0| ≤ ρ} , ãäå 0 < ρ < |z1 − z0| .

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 18.2 è ðåçóëüòàòû �17, ïîëó÷àåì ðÿä ñëåäñòâèé.

Ñëåäñòâèå 1. Ñóììà ñòåïåííîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé âíóòðè
êðóãà ñõîäèìîñòè.

Ñëåäñòâèå 2. Ñòåïåííîé ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü íà ëþáîé êóñî÷íî
ãëàäêîé êðèâîé âíóòðè êðóãà ñõîäèìîñòè.

Ñëåäñòâèå 3. Âíóòðè êðóãà ñõîäèìîñòè ñòåïåííîé ðÿä ìîæíî äèôôåðåíöèðî-
âàòü ïî÷ëåííî ëþáîå ÷èñëî ðàç. Ïðè ýòîì ïîëó÷àþùèåñÿ ðÿäû èìåþò òîò æå ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè, ÷òî èñõîäíûé.

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü f(z) � ñóììà ðÿäà (1). Òîãäà êîýôôèöèåíòû ðÿäà (1) èìåþò
âèä

c0 = f(z0) , cn =
f (n)(z0)

n!
, ãäå n = 1, 2, . . . (4)

B Òàê êàê f(z) =
∞∑

n=0

cn (z − z0)
n , òî f(z0) = c0. Èç ðàâåíñòâà

f ′(z) =
∞∑

n=1

n cn (z − z0)
n−1 ïîñëå ïîäñòàíîâêè z = z0 ïîëó÷àåì c1 = f ′(z0) .

Â îáùåì ñëó÷àå èìååì f (k)(z) =
∞∑

n=k

n(n− 1) . . . (n− k + 1) cn (z − z0)
n−k , îòêóäà

ck =
f (k)(z0)

k!
C

Îïðåäåëåíèå 4. Ñòåïåííîé ðÿä, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî âûðàæàþòñÿ ôîðìóëàìè
(5), íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöèè f(z).

Òàêèì îáðàçîì, ñëåäñòâèå 4 îçíà÷àåò, ÷òî âñÿêèé ñòåïåííîé ðÿä ñ R > 0 ÿâëÿåòñÿ
ðÿäîì Òåéëîðà äëÿ ñâîåé ñóììû.

Ñëåäñòâèå 5. Åñëè äâà ñòåïåííûõ ðÿäà â íåêîòîðîì êðóãå |z − z0| < R èìåþò
îäíó è òó æå ñóììó, èõ êîýôôèöèåíòû (à çíà÷èò è ñàìè ðÿäû) ñîâïàäàþò.

18.3 Òåîðåìà Òåéëîðà
Òåîðåìà 18.3 . Ïóñòü f(z) - àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âíóòðè êðóãà KR = {z :

|z − z0| < R}, R > 0. Òîãäà f(z) îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ âíóòðè KR

ñòåïåííûì ðÿäîì
∞∑

n=0

cn (z − z0)
n .

18.4. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèé â ñòåïåííûå ðÿäû

Îñíîâíûå ïðèåìû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé â ñòåïåííûå ðÿäû � òå æå ñàìûå, ÷òî áûëè
èçëîæåíû â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Îòìåòèì íåêîòîðûå èç íèõ.
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1) Èñïîëüçîâàíèå ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Òåéëîðà (4). Çàìåòèì, â ÷àñò-
íîñòè, ÷òî òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àþòñÿ èçâåñòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ îñíîâíûõ ýëåìåíòàð-
íûõ ôóíêöèé, à èìåííî:

ez = 1 + z +
z2

2!
+ · · ·+ zn

n!
+ · · · =

∞∑
n=0

zn

n!
;

cos z = 1− z2

2!
+ · · ·+ (−1)n z2n

(2n)!
+ · · · =

∞∑
n=0

(−1)n z2n

(2n)!
;

sin z = z − z3

3!
+ · · ·+ (−1)n−1 z2n−1

(2n− 1)!
+ · · · =

∞∑
n=1

(−1)n z2n−1

(2n− 1)!
;

ch z = 1 +
z2

2!
+ · · ·+ z2n

(2n)!
+ · · · =

∞∑
n=0

z2n

(2n)!
;

sh z = z +
z3

3!
+ · · ·+ z2n−1

(2n− 1)!
+ · · · =

∞∑
n=1

z2n−1

(2n− 1)!
;

1

1− z
= 1 + z + z2 + · · ·+ zn + · · · =

∞∑
n=0

zn .

Ïåðâûå ïÿòü ðÿäîâ ñõîäÿòñÿ âî âñåé ïëîñêîñòè, ïîñëåäíèé ðÿä èìååò ðàäèóñ ñõîäèìîñòè
R = 1.

2) Èñïîëüçîâàíèå îñíîâíûõ ðàçëîæåíèé.
3) Ïðèìåíåíèå ïî÷ëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èëè èíòåãðèðîâàíèÿ ñòåïåííûõ ðÿ-

äîâ.

Ïðèìåðû

a) Íàéòè ðàçëîæåíèå â ðÿä ïî ñòåïåíÿì z ôóíêöèè f(z) = ln(1+ z), ãäå ln îáîçíà-
÷àåò ãëàâíóþ îäíîçíà÷íóþ âåòâü ëîãàðèôìà.

B Òàê êàê f(z) ∈ A(|z| < 1), ñîãëàñíî òåîðåìå 18.3 èñêîìîå ðàçëîæåíèå èìååò ìåñòî

âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà (z = −1 � òî÷êà îñîáåííîñòè). Çàìåòèì, ÷òî f ′(z) =
1

1 + z
,

ïîýòîìó

f(z) =

∫ z

0

dζ

1 + ζ
=

∫ z

0

(
∞∑

n=0

(−1)nζn

)
dζ =

∞∑
n=0

(−1)n

∫ z

0

ζn dζ =

=
∞∑

n=0

(−1)n

n+ 1
ζn+1

∣∣∣z
0

=
∞∑

n=0

(−1)n

n+ 1
zn+1 .

Èòàê, äëÿ |z| < 1 ïîëó÷åíà ôîðìóëà ln(1 + z) =
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
zn , èìåþùàÿ âèä,

óæå èçâåñòíûé èç òåîðèè âåùåñòâåííîãî àíàëèçà C

b) Íàéòè ðàçëîæåíèå â ðÿä ïî ñòåïåíÿì (z − 1) ôóíêöèè f(z) =
1

(2 + z)2
.

B f(z) ∈ A(|z − 1| < 3), ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ñòåïåííîé ðÿä, ñõîäÿùèéñÿ âíóòðè

êðóãà ðàäèóñà R = 3 ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 = 1. Çàìåòèâ, ÷òî f(z) =

(
− 1

2 + z

)′
, íàéäåì

ñíà÷àëà ðàçëîæåíèå ôóíêöèè
1

2 + z
=

1

3 + (z − 1)
=

1

3

1

1 + z−1
3

=
∞∑

n=0

(−1)n

3n+1
(z − 1)n .
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Òîãäà

f(z) = −

(
∞∑

n=0

(−1)n

3n+1
(z − 1)n

)′

=
∞∑

n=1

(−1)n−1 n

3n+1
(z − 1)n−1 =

=
∞∑

n=0

(−1)n (n+ 1)

3n+2
(z − 1)n , |z − 1| < 3 C

18.5. Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Äëÿ äàííîãî ñòåïåííîãî ðÿäà íàéäèòå ðàäèóñ è êðóã ñõîäèìîñòè; âûÿñíèòå, ñõî-
äèòñÿ ëè ýòîò ðÿä â óêàçàííûõ òî÷êàõ z1, z2, åñëè

a)
∞∑

k=1

k + i

3k · k3
(z − 1 + i)k ; z1 = −2i ; z2 = 1 + 2i ;

b)
∞∑

k=1

k
3
2 ik

k2 + k − 1
(z − i)k ; z1 = −2i ; z2 = 1 + i .

2. Ìîæåò ëè ðÿä
∞∑

n=1

cn (z + i)n ðàñõîäèòüñÿ â òî÷êå z = −2− i,

à ðÿä
∞∑

n=1

cn
n

(z + i)n � ñõîäèòüñÿ â òî÷êå z = 1 + i (â îáîèõ ñëó÷àÿõ {cn}

� îäíî è òî æå ìíîæåñòâî ÷èñåë) ?

3. Íàéäèòå ðàäèóñ è êðóã ñõîäèìîñòè äëÿ êàæäîãî èç ñëåäóþùèõ ðÿäîâ:

a)
∞∑

n=1

√
n (z + i)n; b)

∞∑
n=1

(z + 2)n

nn
; c)

∞∑
n=1

(2z − i)n

n
; d)

∞∑
n=1

3n zn!.

4. Íàéäèòå ðàäèóñ ñõîäèìîñòè è èññëåäóéòå ïîâåäåíèå íà ãðàíèöå êðóãà ñõîäèìîñòè

ðÿäà
∞∑

n=1

in

n
zn.

5. Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑

n=1

cn z
n ðàâåí R (0 < R < ∞). Íàéäèòå ðàäèóñû

ñõîäèìîñòè ðÿäîâ

a)
∞∑

n=1

nk cn z
n, k ∈ Z; b)

∞∑
n=1

cn
n!

(z + 1)n; c)
∞∑

n=1

(3n + 2i) cn
n

zn.

6. Ðàçëîæèòå â ðÿä ïî ñòåïåíÿì z ñëåäóþùèå ôóíêöèè; óêàæèòå ðàäèóñû ñõîäèìî-
ñòè:

a) sin2 z ; b) ch2 z ; c)
1

az + b
(b 6= 0); d)

z

(z − 1)2
;

e)
√
z + 2i (

√
1 = −1); f)

z

z2 + 5z + 4
.

7. Ñëåäóþùèå ôóíêöèè ðàçëîæèòå â ðÿä ïî ñòåïåíÿì (z − 1); óêàæèòå ðàäèóñ ñõî-
äèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà:

a) e 2iz ; b) sin z ; c)
z

z2 + 5z + 4
.
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8. Ôóíêöèþ f(z) =
z2 + 5

(z2 − 4)(2z2 + 1)
ðàçëîæèòå â ñòåïåííîé ðÿä â îêðåñòíîñòè òî÷-

êè a) z0 = 0; b) z0 = ∞.

9. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 = 0

äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé ôóíêöèÿ f(x) =

{
e−

1
x2 , x 6= 0 ,

0 , x = 0
íå ìîæåò áûòü ðàç-

ëîæåíà â ðÿä Ìàêëîðåíà.

10. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ðàäèóñå ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑

n=1

(an + bn) zn , åñëè ðàäèóñû

ñõîäèìîñòè ðÿäîâ
∞∑

n=1

an z
n è

∞∑
n=1

bn z
n ðàâíû R1 è R2 ñîîòâåòñòâåííî?

11. Ìîæíî ëè ðÿä
∞∑

n=1

(2z − i)n

n3
à) ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü íà êðèâîé |z| = 1

3
;

á) ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü â êðóãå D =

{
z :

∣∣∣∣z − i

3

∣∣∣∣ < 1

5

}
;

â) äâàæäû ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü â êðóãå D ?

12. Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåííîé ðÿä, ïîëó÷åííûé ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì íåêî-
òîðîãî ðÿäà, èìååò òîò æå ðàäèóñ ñõîäèìîñòè (R > 0).

13. Íàéäèòå ñóììó ñòåïåííîãî ðÿäà: a)
∞∑

n=1

zn

n
; b)

∞∑
n=1

n2 zn .

�19. Åäèíñòâåííîñòü îïðåäåëåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè

19.1. Íóëè àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 1. Òî÷êà z0, ãäå f(z0) = 0 , íàçûâàåòñÿ íóëåì ôóíêöèè f(z).

Ïóñòü f(z) ∈ A(D), òî÷êà z0 ∈ D � íóëü f(z). Òîãäà ïî òåîðåìå Òåéëîðà â íåêîòî-
ðîé îêðåñòíîñòè z0

f(z) =
∞∑

n=0

cn (z − z0)
n , (1)

ïðè÷åì c0 = 0.

Îïðåäåëåíèå 2. Àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(z) èìååò â òî÷êå z0 íóëü ïîðÿäêà k,
åñëè â åå ðàçëîæåíèè (1) c0 = c1 = . . . = ck−1 = 0, íî ck 6= 0.

Óòâåðæäåíèå. Àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(z) èìååò â òî÷êå z0 íóëü ïîðÿäêà k
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî ëþáîå èç äâóõ íèæåñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

1) f(z0) = f ′(z0) = . . . = f (k−1)(z0) = 0, íî f (k)(z0) 6= 0 ;

2) f(z) = (z − z0)
k · ϕ(z) , ãäå ϕ(z) àíàëèòè÷íà â îêðåñòíîñòè z0, ϕ(z0) 6= 0.

Ïðèìåðû
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Îïðåäåëèòü ïîðÿäîê íóëÿ ôóíêöèè f(z) â òî÷êå z0, åñëè

a) f(z) = 1− cos z , z0 = 2π ; b) f(z) = e−z2 − cos (z
√

2) , z0 = 0.

B a) f(2π) = f ′(2π) = 0 , íî f ′′(2π) = 1 6= 0, ñëåäîâàòåëüíî, z0 = 2π � íóëü
âòîðîãî ïîðÿäêà f(z).

b) Â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = 0 âûïèøåì ïåðâûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ â ñòåïåííîé
ðÿä:

f(z) = 1− z2 +
1

2
z4 − 1 +

1

2
(z
√

2)2 − 1

4!
(z
√

2)4 +O(z6) =

=
1

3
z4 +O(z6) = z4

(
1

3
+ cz2 + . . .

)
,

çíà÷èò, z0 = 0 � íóëü ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà äàííîé ôóíêöèè C

19.2. Îñíîâíàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 19.1. Ïóñòü f(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ, f(z) = 0 ∀z ∈
D0 ⊂ D, ïðè÷åì D0 èìååò õîòÿ áû îäíó ïðåäåëüíóþ òî÷êó â D. Òîãäà f(z) ≡ 0 â D.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü f(z) � íå ðàâíàÿ òîæäåñòâåííî íóëþ àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëà-
ñòè D ôóíêöèÿ, à E � îãðàíè÷åííàÿ è çàìêíóòàÿ ïîäîáëàñòü D. Òîãäà f(z) ìîæåò
èìåòü â E ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé.

Ñëåäñòâèå 2. Íå ðàâíàÿ òîæäåñòâåííî íóëþ öåëàÿ ôóíêöèÿ f(z) ìîæåò èìåòü
íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ÷èñëî íóëåé â C, ïðè÷åì åñëè íóëåé áåñêîíå÷íî ìíîãî, òî z = ∞
� ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâà íóëåé.

19.3. Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè è åå ñëåäñòâèÿ

Òåîðåìà 19.2 (òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè). Ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé ôóíê-
öèè, îäíîçíà÷íîé è àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè D, ïðèíèìàþùåé çàäàííûå çíà÷åíèÿ íà
íåêîòîðîì ìíîæåñòâå D0, èìåþùåì õîòÿ áû îäíó ïðåäåëüíóþ òî÷êó â D.

Ïðèìåðû
1. Íàéòè âñå àíàëèòè÷åñêèå â C ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

f

(
1

n

)
= f

(
− 1

n

)
=

1

n2
, n = 1, 2, . . .

B Äàííîìó óñëîâèþ îòâå÷àåò àíàëèòè÷åñêàÿ â C ôóíêöèÿ f(z) = z2. Ìíîæåñòâî

òî÷åê âèäà

{
zn = ± 1

n

}
èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó z = 0, ïîýòîìó ïî òåîðåìå 19.2 íàé-

äåííàÿ ôóíêöèÿ åäèíñòâåííà C

2. Ñóùåñòâóåò ëè àíàëèòè÷åñêàÿ â êðóãå K = {|z| < 2} ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé

f

(
1

n

)
= f

(
− 1

n

)
=

1

n
, n = 1, 2, . . .?

B Âûáðàâ ìíîæåñòâî D0 =

{
zn =

1

n

}
, èìåþùåå â K ïðåäåëüíóþ òî÷êó z = 0,

ìîæíî óêàçàòü f ∈ A(K), f

(
1

n

)
=

1

n
. Ýòî f(z) = z. Íî òîãäà f

(
− 1

n

)
= − 1

n
. Â

ñèëó åäèíñòâåííîñòè îïðåäåëåíèÿ f(z) ïî çíà÷åíèÿì íàD0 àíàëèòè÷åñêîé âK ôóíêöèè
ñ çàäàííûì óñëîâèåì íå ñóùåñòâóåò C

3. Íàéòè òàêóþ öåëóþ ôóíêöèþ f(z), ÷òîáû ∀n ∈ Z f(n) = 0.
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B Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z ⊂ C èìååò îäíó ïðåäåëüíóþ òî÷êó z0 = ∞. Íî z0 /∈ C,
ïîýòîìó òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè â äàííîì ñëó÷àå íå èìååò ìåñòà. È äåéñòâèòåëüíî,
ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî öåëûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ f(n) = 0.
Ýòî, íàïðèìåð, f(z) = 0 ; f(z) = 2 sin πz ; f(z) = sin 2πz ; f(z) = sin2 πz
è ò.ä. C

4. Ïóñòü D = C, D0 = R � äåéñòâèòåëüíàÿ îñü. Ðàññìîòðèì íà R ôóíêöèþ f(x) =
sinx. Ïî òåîðåìå 19.2 ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé àíàëèòè÷åñêîé â C (ò.å. öåëîé) ôóíê-

öèè, ñîâïàäàþùåé ñ f(x) íàR. Îäíà òàêàÿ ôóíêöèÿ èçâåñòíà: ýòî f(z) =
1

2i

(
eiz − e−iz

)
.

Çíà÷èò, îíà åäèíñòâåííà è ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì sin x âî âñþ êîì-
ïëåêñíóþ ïëîñêîñòü: f(z) = sin z C

5. Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíÿòü íà áîëåå øèðîêèå ìíîæåñòâà
íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ôóíêöèÿìè, èçâåñòíûå â ÷àñòíûõ ñèòóàöèÿõ. Òàê, íà-
ïðèìåð, äëÿ x ∈ R èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî sin2 x+ cos2 x = 1 .

Ðàññìîòðèì f(z) = sin2 z + cos2 z . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî f(z) ∈ A(C) (ñì. ïðèìåð 4)),
f(z) = 1 , z ∈ R. Òîãäà ∀z ∈ C f(z) = 1 , ò.å. sin2 z + cos2 z ≡ 1 C

19.4. Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Íàéäèòå ïîðÿäîê íóëÿ z0 äëÿ ôóíêöèè f(z), åñëè

a) f(z) = z2 (1− cos 2z) ; z0 = 0 ; b) f(z) = z sin3 2z ; z0 = 0,

z0 = −π; c) f(z) =
sin3 2z

z2
; z0 = 0, z0 = π; d) f(z) = e sin2 z − 1 ;

z0 = 0, z0 = 2π; e) f(z) = (z2 + π2) (ez + 1)2 ; z0 = πi, z0 = 3πi.

2. Ïóñòü òî÷êà z0 � íóëü ïîðÿäêà k ôóíêöèè f(z). ×åì òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ äëÿ ôóíê-
öèè f (m)(z) (m ∈ N , 0 < m < k) ?

3. Ïóñòü òî÷êà z0 � íóëü ïîðÿäêà k ôóíêöèè f(z) è îäíîâðåìåííî íóëü ïîðÿäêà m
ôóíêöèè g(z). ×åì îíà ÿâëÿåòñÿ äëÿ ôóíêöèé

a) f(z)± g(z) ; b) f(z) · g(z) ; c)
f(z)

g(z)
?

4. Íå ðàâíàÿ íóëþ ôóíêöèÿ f(z) = sin
1

z
, àíàëèòè÷åñêàÿ â êðóãå K = {|z− 1| < 1} ,

èìååò â K áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî íóëåé. Ïî÷åìó ýòî íå ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå
åäèíñòâåííîñòè ?

5. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé íóëü z0 6= ∞ íå ðàâíîé íóëþ òîæäåñòâåííî ôóíêöèè f(z) ∈
A(C) èçîëèðîâàí, ò.å. íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü z0, â êîòîðîé íåò äðóãèõ íóëåé f(z).

6. Ñóùåñòâóåò ëè f(z) ∈ A
(
{|z| < 1}

)
, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû óñëîâèÿ (n ∈ N) :

a) f

(
1

n

)
= f

(
− 1

n

)
=

1

n4
; b) f

(
1

n

)
= f

(
− 1

n

)
=

1

n3
;

c) f

(
1

2n

)
= 0 , f

(
1

2n− 1

)
= 1 ; d) f

(
n

2n+ 1

)
=

1

2n+ 1
?

7. Äîêàæèòå ñïðàâåäëèâîñòü â C ôîðìóë äâîéíîãî àðãóìåíòà

cos 2z = cos2 z − sin2 z , sin 2z = 2 cos z sin z ,

èñïîëüçóÿ òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè.
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Ãëàâà 5

Ðÿäû Ëîðàíà è êëàññèôèêàöèÿ îñîáûõ òî÷åê

�20. Ðÿä Ëîðàíà

20.1. Ïîíÿòèå ðÿäà Ëîðàíà è ñâîéñòâà åãî ñóììû

Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

∞∑
n=−∞

cn (z − z0)
n =

∞∑
n=0

cn (z − z0)
n +

∞∑
n=1

c−n

(z − z0)n
(1)

íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ëîðàíà. ×èñëà cn ∈ C � ýòî êîýôôèöèåíòû ðÿäà Ëîðàíà.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü z0 6= ∞. Ðÿä
∞∑

n=0

cn (z − z0)
n íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé

÷àñòüþ, à ðÿä
∞∑

n=1

c−n

(z − z0)n
� ãëàâíîé ÷àñòüþ ðÿäà Ëîðàíà (1).

Îïðåäåëåíèå. Ðÿä Ëîðàíà ñõîäèòñÿ â òî÷êå z, åñëè â ýòîé òî÷êå ñõîäÿòñÿ åãî
ïðàâèëüíàÿ è ãëàâíàÿ ÷àñòè îäíîâðåìåííî.

Òåîðåìà 20.1. Ïóñòü ÷èñëà R è r îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè R−1 = lim
n→∞

n
√
|cn| ,

r = lim
n→∞

n
√
|c−n| , 0 ≤ r < R ≤ +∞ . Òîãäà ðÿä Ëîðàíà (1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â êîëüöå

Kr,R = {z : r < |z − z0| < R} , à åãî ñóììà f(z) ∈ A(Kr,R).

Çàìå÷àíèå. ×èñëà R è r èç òåîðåìû 20.1 ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëàì

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ cncn+1

∣∣∣∣ , r = lim
n→∞

∣∣∣∣c−n−1

c−n

∣∣∣∣
(åñëè ýòè ïðåäåëû ñóùåñòâóþò).

20.2. Òåîðåìà Ëîðàíà

Òåîðåìà 20.2 (Ëîðàí). Ïóñòü f(z) � ôóíêöèÿ, îäíîçíà÷íàÿ è àíàëèòè÷åñêàÿ â
íåêîòîðîì êîëüöå Kr,R = {z : r < |z − z0| < R} . Òîãäà f(z) ìîæíî ðàçëîæèòü â
ñõîäÿùèéñÿ â ýòîì êîëüöå ðÿä Ëîðàíà, ïðè÷åì åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Çàìå÷àíèå (ñëó÷àé z0 = ∞). Äëÿ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f(z) â ðÿä Ëîðàíà â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = ∞ ñëåäóåò ñäåëàòü ïðåîáðàçîâàíèå z =
1

ζ
, çàòåì ôóíêöèþ

f

(
1

ζ

)
ðàçëîæèòü â ðÿä â îêðåñòíîñòè òî÷êè ζ0 = 0 è âåðíóòüñÿ ê ïðåæíåé ïåðåìåííîé

z.

Ôàêòè÷åñêè èñêîìîå ðàçëîæåíèå � ýòî ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì
1

z
. Ïîýòîìó ïðàâèëü-

íóþ ÷àñòü ðÿäà îáðàçóþò ÷ëåíû ñ íåïîëîæèòåëüíûìè ñòåïåíÿìè z, à ãëàâíóþ ÷àñòü
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� ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñòåïåíÿìè z , ò.å. ñ îòðèöàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè
1

z
. Ïðè ýòîì ðÿä

Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè z0 = ∞ ìîæåò âûãëÿäåòü òàê æå, êàê è â îêðåñòíîñòè z0 = 0, åñëè
èíûõ îñîáûõ òî÷åê íåò (ñì. íèæå ïðèìåðû 1a)− b), 3à)�á), 5), ëèáî èíà÷å (ñì. ïðèìåð
2á)�â)). Â ïåðâîì ñëó÷àå ãëàâíàÿ è ïðàâèëüíàÿ ÷àñòè ðÿäà ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè (çà èñ-
êëþ÷åíèåì ñâîáîäíîãî ÷ëåíà, êîòîðûé âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòüþ ïðàâèëüíîé
÷àñòè).

20.3. Ïðèìåðû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé â ðÿä Ëîðàíà

1. Äîïóñêàþò ëè äàííûå ôóíêöèè ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè äàííîé
òî÷êè z0? (Çäåñü èìååòñÿ â âèäó ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè z0, ò.å. êîëüöî ñ íóëåâûì
âíóòðåííèì ðàäèóñîì).

a) f(z) = sin
1

z
, z0 = 0.

B f(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðè z 6= 0 , ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 20.2 ðàç-
ëîæåíèå ñóùåñòâóåò. Åãî ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå ðàçëîæåíèå sin z â ñòå-
ïåííîé ðÿä, ñõîäÿùèéñÿ âî âñåé ïëîñêîñòè:

sin
1

z
=

∞∑
n=1

(−1)n−1

(2n− 1)!

1

z2n−1
, 0 < |z| <∞ . (2)

Âñå ÷ëåíû (2) ïðèíàäëåæàò ãëàâíîé ÷àñòè ðÿäà Ëîðàíà C

b) f(z) = sin
1

z
, z0 = ∞.

B Ðàçëîæåíèå âîçìîæíî. Îáîñíîâàíèå òî æå, ÷òî â ïðèìåðå a), òîëüêî ìíîæåñòâî
0 < |z| <∞ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îêðåñòíîñòü òî÷êè z0 = ∞. Ðÿä Ëîðàíà èìååò òîò æå

âèä (2), îäíàêî ýòî ðàçëîæåíèå ñëåäóåò âîñïðèíèìàòü êàê ðÿä ïî ñòåïåíÿì
1

z
, ïîýòîìó

âñå åãî ÷ëåíû ïðèíàäëåæàò ïðàâèëüíîé ÷àñòè ðÿäà C

c) f(z) =
1

sin
1

z + 1

, z0 = −1.

B Äàííàÿ ôóíêöèÿ íå àíàëèòè÷íà â òî÷êàõ, ãäå sin
1

z + 1
= 0 , ò.å. ïðè

zn = −1 +
1

πn
, n ∈ Z , n 6= 0. Ïîñêîëüêó zn → −1 ïðè n→∞, òî íå ñóùåñòâóåò

ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = −1 , ãäå f(z) àíàëèòè÷íà. Ïîýòîìó ðàçëîæåíèå â
ðÿä Ëîðàíà ïðè óêàçàííîì óñëîâèè íåâîçìîæíî C

d) f(z) = tg
1

z
, z0 = 0.

B Â òî÷êàõ, ãäå cos
1

z
= 0 , ôóíêöèÿ òåðÿåò àíàëèòè÷íîñòü. Ýòè òî÷êè

zn =
1

π

2
+ πn

, n ∈ Z , îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê z0 = 0 . Ðàç-

ëîæåíèå íåâîçìîæíî ïî òîé æå ïðè÷èíå, ÷òî è â ï. c) C

e) f(z) = tg
1

z
, z0 = ∞.
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B Â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå íàéäåíû êîðíè óðàâíåíèÿ cos
1

z
= 0 . Íåòðóäíî

âèäåòü, ÷òî |zn| ≤
2

π
, ïîýòîìó f(z) àíàëèòè÷íà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 =

∞. Çíà÷èò, ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëîðàíà âîçìîæíî.
Çàìåòèì, ÷òî èñõîäíàÿ ïîñòàíîâêà e) ðàâíîñèëüíà âîïðîñó î ðàçëîæèìîñòè ôóíêöèè

tg ζ â ðÿä â îêðåñòíîñòè òî÷êè ζ = 0 C

f) f(z) =
1

ez + 2
, z0 = ∞.

B Íóëè çíàìåíàòåëÿ èìåþò âèä zn = Ln(−2) = ln 2 + i Arg(−2) = ln 2 + iπ (2n+ 1) ,
n ∈ Z . Ïîñêîëüêó zn → ∞ ïðè n → ∞, òî íå ñóùåñòâóåò ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè z0 = ∞ , ãäå f(z) àíàëèòè÷íà. Ïîýòîìó ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëîðàíà íåâîçìîæíî
C

g) f(z) = Ln z , z0 = 0.

B Ðàçëîæåíèå f(z) â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = 0 íåâîçìîæíî, òàê êàê
f(z) íåîäíîçíà÷íà C

h) f(z) = ln z , z0 = 0.

B Íå ñóùåñòâóåò ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = 0 , ãäå äàííàÿ ôóíêöèÿ
áûëà áû íåïðåðûâíîé. Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð, ïðè óñëîâèè arg z ∈ [0, 2π) äåé-
ñòâèòåëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóîñü ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé ðàçðûâîâ. Òåì áîëåå ôóíêöèÿ
f(z) = ln z íå ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = 0 , ïîýòîìó çäåñü
íåâîçìîæíî ðàçëîæåíèå f(z) â ðÿä Ëîðàíà C

2. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ëîðàíà f(z) =
z2 + 2z − 3

(z − 2)(z2 + 1)
à) â êîëüöå 1 < |z| < 2 ; á) â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = 0 ; â) â îêðåñòíîñòè

òî÷êè z0 = ∞ .

B Ïðåäñòàâèì f(z) â âèäå ñóììû äðîáåé f(z) =
1

z − 2
+

2

z2 + 1
.

Íèæå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàçëîæåíèé áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé
1

1− q
=

∞∑
n=0

qn , |q| < 1 .

à) Òàê êàê |z| > 1 è |z| < 2 , òî

1

z − 2
= −1

2

1

1− z

2

= −1

2

∞∑
n=0

zn

2n
, (çäåñü

∣∣∣z
2

∣∣∣ < 1 , ò.å. |z| < 2 ) (3)

è
1

z2 + 1
=

1

z2

1

1 +
1

z2

=
∞∑

n=0

(−1)n

z2n+2
, (çäåñü

∣∣∣∣ 1

z2

∣∣∣∣ < 1 , ò.å. |z| > 1 ). (4)

Èòàê,

f(z) = −
∞∑

n=0

zn

2n+1
+ 2

∞∑
n=1

(−1)n−1

z2n
, 1 < |z| < 2 .

á) Äëÿ òðåáóåìîãî ðàçëîæåíèÿ ñëåäóåò âçÿòü ðÿä (3), à âìåñòî (4)

1

1 + z2
=

∞∑
n=0

(−1)n z2n ,



74

ãäå |z2| < 1 ⇔ |z| < 1 . Òàêèì îáðàçîì,

f(z) = −
∞∑

n=0

zn

2n+1
+ 2

∞∑
n=0

(−1)n z2n , |z| < 1 . (5)

Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííîå ðàçëîæåíèå èìååò ìåñòî íå â êîëüöå 0 < |z| < 1 , à âíóòðè
êðóãà |z| < 1 , òàê êàê f(z) çäåñü àíàëèòè÷íà. Ïðè ýòîì (5) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà
ôóíêöèè f(z) (÷àñòíûé ñëó÷àé ðÿäà Ëîðàíà, êîãäà ãëàâíàÿ ÷àñòü îòñóòñòâóåò).

â) Â ýòîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, |z| > 2 è äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñêîìîãî ðàçëîæåíèÿ ñëåäóåò
âçÿòü (4), à ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâèòü â âèäå

1

z − 2
=

1

z

1

1− 2

z

=
1

z

∞∑
n=1

2n−1

zn
,

∣∣∣∣2z
∣∣∣∣ < 1 .

Òîãäà

f(z) =
∞∑

n=1

2n−1

zn
+

∞∑
n=1

2 (−1)n−1

z2n
, |z| > 2 ,

� ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè z0 = ∞. Â ýòîì ðàçëîæåíèè òàêæå îòñóò-

ñòâóåò ãëàâíàÿ ÷àñòü (åñòü ëèøü ïîëîæèòåëüíûå ñòåïåíè
1

z
) C

3. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ëîðàíà f(z) = z2 · e
1
z

à) â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = 0 ; á) â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = ∞ .

B Èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå ðàçëîæåíèå ez , ïîëó÷àåì

f(z) = z2 ·
∞∑

n=0

1

n!

1

zn
=

∞∑
n=0

1

n!

1

zn+2
= z2 + z +

1

2
+

∞∑
n=1

1

(n+ 2)!

1

zn
. (6)

Òàê êàê (6) âåðíî ïðè 0 < |z| < +∞, ýòîò ðÿä äàåò ðåøåíèå è â ñëó÷àå à), è â ñëó÷àå á).
Â îêðåñòíîñòè z0 = 0 ïðàâèëüíàÿ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà ñîñòîèò èç ïåðâûõ òðåõ ñëàãàå-
ìûõ (6), à ãëàâíàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ. Íàïðîòèâ, ðàçëîæåíèå â
îêðåñòíîñòè z0 = ∞ èìååò ãëàâíóþ ÷àñòü, ñîñòîÿùóþ ëèøü èç äâóõ ïåðâûõ ñëàãàåìûõ,
à âñå îñòàëüíûå ïðèíàäëåæàò ïðàâèëüíîé ÷àñòè C

4. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ëîðàíà f(z) = cos
z2 − 4z

(z − 2)2
â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = 2.

B

f(z) = cos
(z2 − 4z + 4)− 4

(z − 2)2
= cos

(
1− 4

(z − 2)2

)
=

= cos 1 · cos
4

(z − 2)2
+ sin 1 · sin 4

(z − 2)2
=

= cos 1 ·
∞∑

n=0

(−1)n 42n

(2n)!

1

(z − 2)4n
+ sin 1 ·

∞∑
n=1

(−1)n−1 42n−1

(2n− 1)!

1

(z − 2)2n
,

ãäå 0 < |z − 2| < +∞ C

5. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ëîðàíà f(z) = ez + 1
z â îáëàñòè 0 < |z| < +∞ .
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B

f(z) = ez · e
1
z =

∞∑
m=0

zm

m!
·
∞∑

n=0

1

n!

1

zn
=

∞∑
m=0

∞∑
n=0

zm−n

m!n!

(ïåðåñòàíîâêà ÷ëåíîâ âîçìîæíà, ïîñêîëüêó îáà ðÿäà ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî). Ôèêñèðó-
åì k ∈ Z. Åñëè m − n = k ≥ 0 , ò.å. m = n + k, òî ïðè êàæäîì n âî âíóòðåí-
íåé ñóììå îñòàåòñÿ ëèøü ñëàãàåìîå ñ m = n + k. Òîãäà êîýôôèöèåíò ïðè zk ðàâåí

ck =
∞∑

n=0

1

n! (n+ k)!
, k = 0, 1, 2, . . .

Àíàëîãè÷íî ïðè m−n = −k > 0 , ò.å. m = n+k , ïîëó÷àåì ck =
∞∑

n=0

1

n! (n− k)!
,

k = −1, −2, . . .

Èòàê, èñêîìîå ðàçëîæåíèå èìååò âèä
+∞∑

k=−∞

ck z
k ñ êîýôôèöèåíòàìè, óêàçàííûìè

âûøå C

20.4. Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Íàéäèòå îáëàñòè ñõîäèìîñòè ñëåäóþùèõ ðÿäîâ:

a)
∞∑

n=−∞

(−1)n

3n + i
(z + 2i)n ; b)

∞∑
n=−∞

n2

e |n|
zn ; c)

2i− 1

(z + 1)2
+

∞∑
n=1

nn

n!
(z + 1)n ;

c)
∞∑

n=0

n

3n
(z − i)n +

∞∑
n=1

in

4n

1

(z − i)n
.

2. Âûÿñíèòå, äîïóñêàåò ëè ôóíêöèÿ f(z) ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëîðàíà â ïðîêîëîòîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè z0, åñëè

a) f(z) = th z, z0 = 0 ; z0 = ∞; b) f(z) =

(
cos

1

z

)−1

, z0 = 0 ; z0 = ∞;

c) f(z) =
z

1− cos2 z
, z0 = 0 ; z0 = 1 ; z0 = ∞; d) f(z) =

z

cos2 z + 3
, z0 = 0 ; z0 = ∞;

d) f(z) = Ln
z − 1

z + 3
, z0 = 1 ; z0 = ∞; e) f(z) = ln

z − 1

z + 3
, z0 = 0 ; z0 = −3 ; z0 = ∞.

3. Ðàçëîæèòå f(z) â ðÿä Ëîðàíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè z0, åñëè

a) f(z) =
z

z2 + 5z + 4
, z0 = −4; b) f(z) =

1

(z2 − 1)2
, z0 = 1; c) f(z) = e

z
z+2 ,

z0 = −2;

d) f(z) = sin
z + 1

z − 2
, z0 = 2; e) f(z) =

√
z + 2i , z0 = 0, (

√
1 = −1).

4. Ôóíêöèþ f(z) ðàçëîæèòå â ðÿä Ëîðàíà ïî ñòåïåíÿì (z − z0) â îáëàñòè, ñîäåð-
æàùåé òî÷êó z∗, åñëè

a) f(z) =
1

z2 + 3z − 4
, z0 = −1, z∗ = 2i;

b) f(z) =
z2 + 5

(z2 − 4)(2z2 + 1)
, z0 = 0, z∗ = −1;

c) f(z) =
z

(z − 1)2
, z0 = −1 , z∗ = 2.
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5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(z) ÷åòíàÿ è àíàëèòè÷åñêàÿ â êîëüöå 0 < |z| < R ,

òî åå ðÿä Ëîðàíà
+∞∑
−∞

cn z
n èìååò êîýôôèöèåíòû c 2n+1 = 0.

6. Ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â êîëüöå r < |z − z0| < R. Äëÿ ρ ∈ (r, R) îáîçíà÷èì
M(ρ) = max

|z−z0|=ρ
|f(z)|. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Ëîðàíà f(z) ïî

ñòåïåíÿì (z − z0) ñïðàâåäëèâà îöåíêà |cn| ≤
M(ρ)

ρn
.

7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ öåëîé ôóíêöèè f(z) èìååò ìåñòî îöåíêà |f(z)| ≤M |z|k
∀z ∈ C, ãäå k ∈ N, M > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, òî f(z) � ïîëèíîì ñòåïåíè
íå âûøå k (îáîáùåíèå òåîðåìû Ëèóâèëëÿ).

�21. Èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè îäíîçíà÷íîé ôóíêöèè

21.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ïóñòü f(z) � ôóíêöèÿ, îäíîçíà÷íàÿ è àíàëèòè÷åñêàÿ â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè z0, ò.å. â êîëüöå K ≡ K0,R = {z : 0 < |z − z0| < R} , åñëè z0 6= ∞, èëè íà
ìíîæåñòâå K ≡ K∞ = {z : B < |z| < +∞} ïðè íåêîòîðîì B > 0, åñëè z0 = ∞.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè f ∈ A(z0), òî òî÷êà z0 íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé (ðåãóëÿðíîé)
òî÷êîé ýòîé ôóíêöèè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå z0 � îñîáàÿ òî÷êà (èëè: èçîëèðîâàííàÿ
îñîáàÿ òî÷êà) ôóíêöèè f(z).

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëîðàíà â K èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî f(z) =
∞∑

n=−∞

cn (z − z0)
n . (1)

(Åñëè z0 = ∞, òî (1) � ýòî ðÿä ïî ñòåïåíÿì z, ñõîäÿùèéñÿ â îáëàñòè K∞ ).

Ïóñòü z0 � îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f(z).

Îïðåäåëåíèÿ.

Òî÷êà z0 � óñòðàíèìàÿ òî÷êà f(z), åñëè ãëàâíàÿ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà (1) ðàâíà íóëþ.
Òî÷êà z0 � ïîëþñ ôóíêöèè f(z), åñëè ãëàâíàÿ ÷àñòü ðÿäà (1) ñîäåðæèò êîíå÷íîå

÷èñëî ÷ëåíîâ.
Òî÷êà z0 � ïîëþñ ïîðÿäêà k (k ∈ N) ôóíêöèè f(z), åñëè k � ìàêñèìàëüíàÿ ïî ìîäó-

ëþ ñòåïåíü ó íåíóëåâîãî ÷ëåíà ãëàâíîé ÷àñòè ëîðàíîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ â ïðîêîëîòîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè z0. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ z0 6= ∞ ðÿä (1) èìååò êîýôôèöèåíò c−k 6= 0,
â òî âðåìÿ êàê c−n = 0 ∀n > k.

Ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ òàêæå ïðîñòûì ïîëþñîì.

Òî÷êà z0 � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà f(z) (ñ.î.ò.), åñëè ãëàâíàÿ ÷àñòü ðÿäà (1)
ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ.

21.2. Ïîâåäåíèå ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè

Ïóñòü f(z) � ôóíêöèÿ, îäíîçíà÷íàÿ è àíàëèòè÷åñêàÿ â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñò-
íîñòè K îñîáîé òî÷êè z0.

Òåîðåìà 21.1. Òî÷êà z0 � óñòðàíèìàÿ îñîáåííîñòü f(z) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ôóíêöèÿ f(z) îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè.
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Òåîðåìà 21.1∗. Òî÷êà z0 � óñòðàíèìàÿ îñîáåííîñòü f(z) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim

z→z0

f(z) .

Òåîðåìà 21.2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà z0 áûëà ïîëþñîì ôóíêöèè f(z) íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû lim

z→z0

f(z) = ∞ .

Òåîðåìà 21.3. Òî÷êà z0 � ïîëþñ ïîðÿäêà k ôóíêöèè f(z) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà â K ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå f(z) =
ϕ(z)

(z − z0)k
, ãäå ϕ(z) ∈ A(z0), ϕ(z0) 6= 0.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû â òî÷êå z0 áûë ïîëþñ ïîðÿäêà k ôóíêöèè f(z),

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ g(z) =


1

f(z)
, z 6= z0 ,

0 , z = z0

èìåëà â ýòîé

òî÷êå íóëü ïîðÿäêà k.

Òåîðåìà 21.4. Èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà z0 ôóíêöèè f(z) ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåí-
íî îñîáîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íå ñóùåñòâóåò lim

z→z0

f(z) .

21.3. Ïðèìåðû

1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà:

f(z) = · · ·+ 1

zn
+ · · ·+ 1

z
+ 1 +

z

3
+ · · · z

k

3k
+ · · ·

×òî ìîæíî ñêàçàòü î õàðàêòåðå òî÷êè z0 = 0 ?

B Âûâîä î òîì, ÷òî z0 = 0 � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà f(z), òàê êàê ãëàâíàÿ ÷àñòü
ðÿäà Ëîðàíà ïî ñòåïåíÿì z ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ, íåâåðåí. Äåëî â òîì,
äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ â êîëüöå 1 < |z| < 3, à êëàññèôèêàöèÿ îñîáûõ òî÷åê ïðîâîäèòñÿ
íà îñíîâå ëîðàíîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè z0.

Â íàøåì ñëó÷àå ëåãêî ìîæíî ñóììèðîâàòü ðÿäû èç ïðàâèëüíîé è ãëàâíîé ÷àñòåé
ñîîòâåòñòâåííî:

1 +
z

3
+ · · · z

k

3k
+ · · · = 1

1− z
3

=
3

3− z
, |z| < 3 ;

1

z
+ · · · 1

zn
+ · · · =

1
z

1− 1
z

=
1

z − 1
,

∣∣∣∣1z
∣∣∣∣ < 1 , ò.å. |z| > 1 ,

òàê ÷òî f(z) =
3

3− z
+

1

z − 1
=

2z

(z − 1)(3− z)
è, î÷åâèäíî, z0 = 0 � ïðàâèëüíàÿ

òî÷êà f(z) C

2. Â ïðèìåðàõ ï. 20.3 óñòàíîâèòü õàðàêòåð îñîáîé òî÷êè z0 ôóíêöèè f(z), èñïîëüçóÿ
âèä ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ëîðàíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè:

B 1 a) f(z) = sin
1

z
. Òî÷êà z0 = 0 � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ, ïîñêîëüêó ãëàâíàÿ

÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ.

1 b) f(z) = sin
1

z
, z0 = ∞.

Â ýòîé òî÷êå óñòðàíèìàÿ îñîáåííîñòü, òàê êàê âñå ÷ëåíû ðÿäà ïðèíàäëåæàò åãî
ïðàâèëüíîé ÷àñòè.
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1 c) f(z) =
1

sin
1

z + 1

, z0 = −1.

Òî÷êè zn = −1 +
1

πn
, n ∈ Z , n 6= 0, ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè (ïðîñòûìè ïîëþ-

ñàìè). Ïîñêîëüêó zn → −1 ïðè n → ∞, òî z0 = −1 ÿâëÿåòñÿ íåèçîëèðîâàííîé
îñîáîé òî÷êîé. Ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëîðàíà â åå îêðåñòíîñòè íåâîçìîæíî, ýòà òî÷êà íå
êëàññèôèöèðóåòñÿ ïî ñõåìå ï. 21.1.

1 d) f(z) = tg
1

z
. Òî÷êà z0 = 0 � íåèçîëèðîâàííàÿ îñîáåííîñòü f(z) (òî÷êà, ïðå-

äåëüíàÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîñòûõ ïîëþñîâ zn =
1

π

2
+ πn

, n ∈ Z ).

1 e) f(z) = tg
1

z
, z0 = ∞.

Â ýòîé òî÷êå f(z) èìååò óñòðàíèìóþ îñîáåííîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, â ðåçóëüòàòå çà-

ìåíû z =
1

ζ
ïîëó÷àåì ôóíêöèþ tg ζ , êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä Òåéëîðà

â îêðåñòíîñòè ζ = 0.

1 f) f(z) =
1

ez + 2
. Òî÷êà z0 = ∞ ÿâëÿåòñÿ íåèçîëèðîâàííîé, òàê êàê íóëè

çíàìåíàòåëÿ zn = ln 2 + iπ (2n+ 1) , n ∈ Z , îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zn →
∞ ïðè n→∞.

1 g) f(z) = Ln z , z0 = 0.
Ýòà òî÷êà (íàðÿäó ñ z = ∞) � òî÷êà âåòâëåíèÿ. Ðàçëîæåíèå f(z) â ðÿä Ëîðàíà â åå

îêðåñòíîñòè íåâîçìîæíî ( f(z) íåîäíîçíà÷íà), ïîýòîìó z0 = 0 íå êëàññèôèöèðóåòñÿ â
ðàìêàõ ï. 21.1.

3a), b) Ðàññìàòðèâàÿ ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëîðàíà f(z) = z2 · e
1
z (ôîðìóëà (6) �20),

ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî z0 = 0 � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà, à z0 = ∞ � ïîëþñ
âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f(z) C

Çàìå÷àíèÿ. 1) Èç âèäà ñòåïåííîãî ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé ez, sin z, cos z, sh z, ch z
(ñì. ï. 18.4) ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ èç íèõ èìååò ñóùåñòâåííóþ îñîáåííîñòü â òî÷êå
z = ∞.

2) Îáû÷íî áîëåå óäîáíî äëÿ èññëåäîâàíèÿ îñîáûõ òî÷åê èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó ðàâ-
íîñèëüíûõ îïðåäåëåíèÿì óòâåðæäåíèé ï. 21.2.

3. Èññëåäîâàòü õàðàêòåð îñîáûõ òî÷åê äàííûõ ôóíêöèé (âêëþ÷àÿ z = ∞).

a) f(z) = ez ctg z ; b) f(z) =
z e

1
1−z

cos z − 1
; c) f(z) =

z6 sin
1

z
(z2 + 1)2

.

B a) Ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû � ôóíêöèÿ g(z) =
z cos z

sin z
èìååò îñîáåííîñòè â

òî÷êàõ zn = πn, ãäå n ∈ Z, è z = ∞.

Òàê êàê lim
z→0

z cos z

sin z
= 1 , òî z = 0 � óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà g(z). Òàêîé æå îíà

ÿâëÿåòñÿ è äëÿ f(z).
Â òî÷êàõ zn = πn, n 6= 0 , çíàìåíàòåëü g(z) îáðàùàåòñÿ â íóëü, à ÷èñëèòåëü ïðè-

íèìàåò çíà÷åíèÿ, îòëè÷íûå îò íóëÿ, çíà÷èò, lim
z→zn

g(z) = ∞. Îòñþäà è èç çàìå÷àíèÿ 1)

ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ èç ýòèõ òî÷åê � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ äëÿ f(z).
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Íàêîíåö, z = ∞ � íåèçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà f(z).

b) Îñîáûìè òî÷êàìè f(z) ÿâëÿþòñÿ z = 1, zn = 2πn, z = ∞. Ïîñëåäíÿÿ èç íèõ,
î÷åâèäíî, íåèçîëèðîâàííàÿ îñîáåííîñòü.

Â òî÷êå z = 1 � ñóùåñòâåííàÿ îñîáåííîñòü, ïîñêîëüêó íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà e
1

1−z

ïðè z → 1 , à îñòàëüíûå ìíîæèòåëè â ýòîé òî÷êå èìåþò êîíå÷íûå (íåíóëåâûå) çíà÷å-
íèÿ.

Ïðè z → 0 èìååì f(z) ∼ ez

− z2

2

= −2e

z
, òàê ÷òî z = 0 � ïðîñòîé ïîëþñ.

È, íàêîíåö, åñëè zn = 2πn, n 6= 0, òî â íóëü îáðàùàåòñÿ ëèøü çíàìåíàòåëü âñåé
äðîáè ϕ(z) = cos z − 1. Ïîñêîëüêó ϕ(zn) = ϕ′(zn) = 0 , íî ϕ′′(zn) = − cos zn =
−1 6= 0 , òî zn � íóëü âòîðîãî ïîðÿäêà ϕ(z), ñëåäîâàòåëüíî, ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà
f(z).

c) Îñîáûìè òî÷êàìè f(z) ÿâëÿþòñÿ z = 0, z = ±i, z = ∞.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî z = i � íóëü âòîðîãî ïîðÿäêà çíàìåíàòåëÿ äðîáè, ïðè÷åì âñå

îñòàëüíûå ìíîæèòåëè â ýòîé òî÷êå ïðèíèìàþò êîíå÷íûå íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ. Òàêèì
îáðàçîì, z = i (ðàâíî êàê è z = −i) � ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà f(z).

Â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 ÷èñëèòåëü f(z) èìååò ëîðàíîâñêîå ðàçëîæåíèå

z6 sin
1

z
= z6

(
1

z
− 1

3!

1

z3
+ . . .

)
= z5 − 1

3!
z3 +

1

5!
z − 1

7!

1

z
+ . . . ,

ãäå áåñêîíå÷íî ìíîãî ñëàãàåìûõ â ãëàâíîé ÷àñòè. À òàê êàê çíàìåíàòåëü f(z) � àíàëè-
òè÷åñêàÿ, îòëè÷íàÿ îò íóëÿ ïðè |z| < 1 ôóíêöèÿ, òî z = 0 � ñ.î.ò. f(z).

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ õàðàêòåðà òî÷êè z = ∞ ñîâåðøèì çàìåíó z =
1

ζ
è ïåðåéäåì ê

ðàññìîòðåíèþ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ζ = 0 ôóíêöèè f

(
1

ζ

)
=

sin ζ

ζ2 (ζ2 + 1)2
∼ 1

ζ
. Î÷å-

âèäíî, îíà èìååò â íóëå ïðîñòîé ïîëþñ. Òî÷íî òó æå îñîáåííîñòü èìååò â áåñêîíå÷íîñòè
ôóíêöèÿ f(z) C

21.4. Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Íàéäèòå îñîáûå òî÷êè (âêëþ÷àÿ z = ∞) ôóíêöèè f(z) è îïðåäåëèòå èõ õàðàêòåð,
åñëè

a) f(z) =
1

z2
· ez + 1

z−1 ; b) f(z) =
sin z

z2 − π2
;

c) f(z) = e ctgz − 1
z ; d) f(z) =

1− cos z

sin2 z
;

e) f(z) =
z

(ez + 2)2 (z2 + 4)
; f) f(z) =

ch z − 1

z · (z2 + 9)2
.

2. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f(z) íå ñóùåñòâóåò lim
z→z0

f(z) (íè êîíå÷íûé, íè áåñ-

êîíå÷íûé). Ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî z0 � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà f(z) ?

3. Îïðåäåëèòå õàðàêòåð òî÷êè z0 äëÿ ôóíêöèè f ′(z), åñëè ôóíêöèÿ f(z), àíàëèòè-
÷åñêàÿ â K = {0 < |z − z0| < R}, èìååò â òî÷êå z0 :

a) óñòðàíèìóþ îñîáåííîñòü; b) ïîëþñ ïîðÿäêà k ; c) ñ.î.ò.
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4. Ôóíêöèÿ g(z) èìååò â òî÷êå z0 óñòðàíèìóþ îñîáåííîñòü. Îïðåäåëèòå õàðàêòåð
ýòîé òî÷êè äëÿ ôóíêöèè f(z), åñëè

a) f(z) = (g(z))2 ; b) f(z) = sin (g(z)) ; c) f(z) =
1

g(z)
.

5. Ôóíêöèÿ g(z) èìååò â òî÷êå z0 ïðîñòîé ïîëþñ. Îïðåäåëèòå õàðàêòåð ýòîé òî÷êè
äëÿ ôóíêöèè f(z), åñëè

a) f(z) = (g(z))3 ; b) f(z) = e g(z) ; c) f(z) =
1

g(z)
.

6. Ôóíêöèÿ f(z) èìååò â òî÷êå z0 îäíó èç ñëåäóþùèõ îñîáåííîñòåé: à) óñòðàíè-
ìóþ; á) ïîëþñ; â) ñóùåñòâåííóþ îñîáåííîñòü. Ôóíêöèÿ g(z) òàêæå èìååò â òî÷-
êå z0 îñîáåííîñòü âèäà à), á) èëè â). Îïðåäåëèòå õàðàêòåð òî÷êè z0 äëÿ ôóíêöèé
a) f(z) + g(z); b) f(z) · g(z).

7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè öåëàÿ ôóíêöèÿ f(z) èìååò â òî÷êå z = ∞ óñòðàíèìóþ
îñîáåííîñòü, òî f(z) � ïîñòîÿííàÿ.

8. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè öåëàÿ ôóíêöèÿ f(z) èìååò â òî÷êå z = ∞ ïîëþñ, òî f(z)
� ïîëèíîì.
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Ãëàâà 6

Òåîðèÿ âû÷åòîâ è åå ïðèìåíåíèå

�22. Âû÷åòû è èõ âû÷èñëåíèå

22.1. Ïîíÿòèå âû÷åòà

Ïóñòü f(z) � îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, àíàëèòè÷åñêàÿ â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñò-
íîñòè K òî÷êè z0.

Îïðåäåëåíèå. Âû÷åòîì f(z) îòíîñèòåëüíî z0 íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

res
z=z0

f(z) =
1

2πi

∮
γ

f(z) dz , (1)

ãäå z0 ∈ int γ, γ ⊂ K, çàìêíóòûé êîíòóð γ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàí îòíîñèòåëüíî
îáëàñòè, ñîäåðæàùåé òî÷êó z0.

Òåîðåìà 22.1. 1) Åñëè z0 6= ∞, òî res
z=z0

f(z) = c−1 , ãäå c−1 � êîýôôèöèåíò ïðè

1

z − z0

ëîðàíîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ f(z) â K = {0 < |z − z0| < R};

2) åñëè z0 = ∞, òî res
z=z0

f(z) = −c−1 , ãäå c−1 � êîýôôèöèåíò ïðè
1

z
ðàçëîæåíèÿ

â ðÿä Ëîðàíà f(z) â K ≡ K∞ = {B < |z| < +∞}.
Çàìå÷àíèå. Îïðåäåëåíèå âû÷åòà ïðèìåíèìî è ïî îòíîøåíèþ ê ïðàâèëüíîé èëè

óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êå z0. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå z0 6= ∞ îáÿçàòåëüíî res
z=z0

f(z) = 0 .

Åñëè æå z0 = ∞, òî ìîæåò áûòü res
z=z0

f(z) 6= 0 , ïîñêîëüêó çäåñü c−1 � êîýôôè-

öèåíò èç ïðàâèëüíîé ÷àñòè ëîðàíîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ.

22.2. Ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ âû÷åòîâ

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü z0 6= ∞ � ïðîñòîé ïîëþñ f(z). Òîãäà

res
z=z0

f(z) = lim
z→z0

(f(z) (z − z0)) . (2)

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü f(z) =
ϕ(z)

ψ(z)
, ãäå ϕ(z), ψ(z) ∈ A(z0) , ïðè÷åì ϕ(z0) 6= 0 ,

ψ(z0) = 0 , ψ′(z0) 6= 0 . Òîãäà

res
z=z0

f(z) =
ϕ(z0)

ψ′(z0)
. (3)

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü z0 6= ∞ � ïîëþñ ïîðÿäêà k ôóíêöèè f(z). Òîãäà

res
z=z0

f(z) =
1

(k − 1)!
lim
z→z0

(f(z) (z − z0)
k )(k−1) . (4)
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Çàìå÷àíèÿ. 1) Åñëè z0 � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà f(z), òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ âû-
÷åòà ñëåäóåò ëèáî íåïîñðåäñòâåííî íàõîäèòü êîýôôèöèåíò c−1 ðÿäà Ëîðàíà, ëèáî èñ-
ïîëüçîâàòü òåîðåìó î ïîëíîé ñóììå âû÷åòîâ (ñì. íèæå).

2) Äëÿ íàõîæäåíèÿ âû÷åòà â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå ìîæíî ïðèìåíÿòü òå æå
ïðèåìû. Ïîëåçíî òàêæå èìåòü â âèäó ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü òî÷êà z0 = ∞ � íóëü ïîðÿäêà k ≥ 2 ôóíêöèè f(z). Òîãäà
res
z=∞

f(z) = 0 .

22.3. Òåîðåìà î ïîëíîé ñóììå âû÷åòîâ

Òåîðåìà 22.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â C çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî
÷èñëà òî÷åê z1, z2, . . . zn. Òîãäà

n∑
k=1

res
z=zk

f(z) + res
z=∞

f(z) = 0 . (5)

Çàìå÷àíèå. Â ôîðìóëå (5) âû÷åò â z0 = ∞ ó÷àñòâóåò âñåãäà, íåçàâèñèìî îò òîãî,
èìååò ëè f(z) îñîáåííîñòü â ýòîé òî÷êå.

22.4. Ïðèìåðû

1) Íàéòè âû÷åòû f(z) âî âñåõ êîíå÷íûõ èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷êàõ è â òî÷êå
z = ∞ :

a) f(z) =
1

z
; b) f(z) = z2 + 3iz − 7 ; c) f(z) =

1

(z2 + 4)2
;

d) f(z) = tg z ; e) f(z) =
i

z4
sin z ; f) f(z) =

ez

z (z + 1)3
;

g) f(z) =
e2z − 1

ez + 2
; h) f(z) = ez + 1

z ; i) f(z) = sin
(
z ez2

)
· sin 1

z
.

B a) Îñîáûå òî÷êè äàííîé ôóíêöèè: z0 = 0 � ïðîñòîé ïîëþñ è z = ∞ �
óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà (ïîñëå äîîïðåäåëåíèÿ ïî íåïðåðûâíîñòè � ýòî íóëü ïåðâîãî
ïîðÿäêà). Âèä f(z) ñîâïàäàåò ñ åå ðÿäîì Ëîðàíà ïî ñòåïåíÿì z, îí ñîñòîèò èç îäíîãî
íåíóëåâîãî ÷ëåíà. Ïîýòîìó res

z=0
f(z) = 1 ; res

z=∞
f(z) = −1 .

b) Òî÷êà z = ∞ � ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà f(z). Ìíîãî÷ëåí ïî ñòåïåíÿì z, ñîâïàäà-
þùèé ñ åãî ëîðàíîâñêèì ðàçëîæåíèåì â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè, íå

ñîäåðæèò ñëàãàåìîãî âèäà
1

z
, òàê ÷òî res

z=∞
f(z) = 0 .

c) Òî÷êè z = ±2i � ïîëþñû âòîðîãî ïîðÿäêà f(z), ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ âû÷åòîâ
èñïîëüçóåì ôîðìóëó (4):

res
z=2i

f(z) = lim
z→2i

(
(z − 2i)2

(z2 + 4)2

)′
= lim

z→2i

(
1

(z + 2i)2

)′
=

−2

(z + 2i)3

∣∣∣
z=2i

= − i

32
.

Àíàëîãè÷íî äëÿ z = −2i ïîëó÷àåì res
z=−2i

f(z) =
i

32
.

Òî÷êà z = ∞ � óñòðàíèìàÿ îñîáåííîñòü, ïîñëå äîîïðåäåëåíèÿ ïî íåïðåðûâíîñòè �

ýòî íóëü 4-ãî ïîðÿäêà. (Ïîðÿäîê íóëÿ ñëåäóåò èç âèäà ôóíêöèè f

(
1

ζ

)
=

ζ4

(1 + 4ζ2)2

â îêðåñòíîñòè ζ = 0. ) Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 4, res
z=∞

f(z) = 0 .
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d) Ôóíêöèÿ èìååò ïðîñòûå ïîëþñû â êàæäîé èç òî÷åê zk =
π

2
+ πk , k ∈ Z.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (3), íàõîäèì

res
z=zk

tg z =
sin zk

− sin zk

= −1 .

Òî÷êà z = ∞ ÿâëÿåòñÿ íåèçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êîé f(z), ïîýòîìó ïîíÿòèå âû-
÷åòà äëÿ íåå íå èìååò ñìûñëà.

e) Îñîáûå òî÷êè: z = 0 � ïîëþñ 3-ãî ïîðÿäêà è z = ∞ � ñ.î.ò. Â îáëàñòè 0 < |z| <
+∞, ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå f(z) â ðÿä ïî ñòåïåíÿì z:

f(z) =
1

z4

(
z − z3

3!
+
z5

5!
− . . .

)
=

1

z3
− 1

3! z
+
z

5!
− . . . ,

ñëåäîâàòåëüíî, res
z=0

f(z) = −1

6
; res

z=∞
f(z) =

1

6
.

f) Îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè: z = 0 � ïðîñòîé ïîëþñ, z = −1 � ïîëþñ 3-ãî ïîðÿäêà è
z = ∞ � ñ.î.ò.

Ïî ôîðìóëå (2) res
z=0

f(z) =
ez

(z + 1)3

∣∣∣
z=0

= 1 .

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (4)

res
z=−1

f(z) =
1

2
lim

z→−1

(
(z + 1)3 f(z)

)′′
=

1

2

(
ez

z

)′′ ∣∣∣
z=−1

=
1

2

ez

z3
(z2 − 2z + 2)

∣∣∣
z=−1

= − 5

2e
.

Âû÷åò â òî÷êå z = ∞ âû÷èñëÿåì ïî ôîðìóëå (5): res
z=∞

f(z) =
5

2e
− 1 .

g) Îñîáûìè òî÷êàìè f(z) ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûå ïîëþñû zk = Ln(−2) = ln 2 + iπ (1 + 2k),
k ∈ Z; z = ∞ � íåèçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (3) ïðè ëþáîì k

res
z=zk

f(z) =
e2z − 1

(ez + 2)′

∣∣∣
z=zk

=
e2zk − 1

ezk
=

(−2)2 − 1

−2
= −3

2
.

h) Ôóíêöèÿ èìååò äâå ñóùåñòâåííî îñîáûå òî÷êè: z = 0 è z = ∞. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
âû÷åòîâ ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå f(z) â ðÿä Ëîðàíà â îáëàñòè 0 < |z| < +∞ êàê

ïðîèçâåäåíèå ðÿäîâ äëÿ ez è e
1
z :

f(z) = ez + 1
z = ez · e

1
z =

∞∑
n=0

zn

n!
·
∞∑

k=0

1

k!

1

zk
=

∞∑
n=0

∞∑
k=0

1

n! k!
zn−k .

Ïðè n − k = −1, ò.å. k = n + 1, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå èñêîìîãî âû÷åòà êàê êîýôôè-

öèåíòà res
z=0

f(z) = c−1 =
∞∑

n=0

1

n! (n+ 1)!
zn−k . Âû÷åò res

z=∞
f(z) = −c−1.

i) Ýòà ôóíêöèÿ òàêæå èìååò äâå ñóùåñòâåííûå îñîáåííîñòè: z = 0 è z = ∞.
Ïîñêîëüêó f(z) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, åå ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëîðàíà ñîäåðæèò òîëüêî ÷åòíûå
ñòåïåíè z, ïîýòîìó

res
z=0

f(z) = − res
z=∞

f(z) = c−1 = 0 C
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2) Íàéòè âû÷åòû êàæäîé èç îäíîçíà÷íûõ âåòâåé ôóíêöèè F (z) =
1√

2− z + 1
îò-

íîñèòåëüíî òî÷êè z0 = 1.

B F (z) èìååò äâå îäíîçíà÷íûå âåòâè, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì ðàçëè÷íûì çíà÷åíè-

ÿì êâàäðàòíîãî êîðíÿ: f1(z) =
1√

2− z + 1
è f2(z) =

1

−
√

2− z + 1
(çäåñü ÷åðåç

√
a

îáîçíà÷åíî ãëàâíîå çíà÷åíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç ÷èñëà a).

Ïîñêîëüêó f1(1) =
1

2
, òî÷êà z0 = 1 ÿâëÿåòñÿ äëÿ ýòîé âåòâè ïðàâèëüíîé, çíà÷èò,

res
z=1

f1(z) = 0 .

Äëÿ âòîðîé âåòâè ïîëó÷àåì f2(z) =

√
2− z + 1

z − 1
, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà z0 =

1 � ïðîñòîé ïîëþñ. Òîãäà ïî ôîðìóëå (2) èìååì res
z=1

f2(z) = 2 C

3) Íàéòè ãëàâíóþ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè f(z) =
z cos 2z

(z + 2)2
â îêðåñòíîñòè

òî÷êè z0 = −2.

B Òî÷êà z0 = −2 � ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà f(z), ïîýòîìó ãëàâíàÿ ÷àñòü ðÿäà
Ëîðàíà èìååò âèä

c−2

(z + 2)2
+

c−1

z + 2
.

Î÷åâèäíî,
c−2 = lim

z→−2
f(z) (z + 2)2 = −2 cos 4 ,

c−1 = res
z=−2

f(z) = (z cos 2z)′
∣∣∣
z=−2

= cos 4− 4 sin 4 C

22.5. Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Ìîæåò ëè âû÷åò â óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êå áûòü îòëè÷íûì îò íóëÿ ?

2. Ìîæåò ëè âû÷åò â ïðîñòîì ïîëþñå áûòü ðàâíûì íóëþ?

3. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(z) ïðè z ∈ {0 < |z| < R} èìååò âèä

f(z) = c1 z + c0 +
c−1

z
+
c−2

z2
+ . . .

Íàéäèòå res
z=0

f 2(z) .

4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f(z) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, òî res
z=0

f(z) = res
z=∞

f(z) = 0 (åñëè

ýòè âû÷åòû ñóùåñòâóåò).

5. Ïóñòü z = ∞ - èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f(z). Âåðíî ëè ðàâåíñòâî

res
z=∞

f(z) = res
ζ=0

f

(
1

ζ

)
?

6. Ïóñòü ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim
z→∞

f(z) = f(∞) . Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà

res
z=∞

f(z) = lim
z→∞

z (f(∞)− f(z)) .
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7. Íàéäèòå âû÷åòû ôóíêöèè f(z) âî âñåõ èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷êàõ (âêëþ÷àÿ
z0 = ∞), åñëè

a) f(z) =
2z3

z4 + i
; b) f(z) =

ch z

(z2 + π2)2
; c) f(z) =

1

ez − 1
− 1

z
;

d) f(z) =
e−

1
z2

1− z
; e) f(z) =

1

z6
sh2 z + z sin

2

z
; f) f(z) =

sin2 z

z5
.

8. Ïðèìåíÿÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû, íàéäèòå âû÷åò îòíîñèòåëüíî òî÷êè z0 = ∞ ôóíêöèè
f(z), åñëè

a) f(z) =
1 + z8

z6 · (z + 2)
; b) f(z) =

2z6 + i

(z2 + 4)(z3 − 2i)
;

c) f(z) = cos
z

z − 1
; d) f(z) =

cos2 πz

1 + 1
z

;

e) f(z) =
sin z

z2 + 1
; f) f(z) = z2 cos

1

z − 1
.

9. Íàéäèòå res
z=z0

f ′(z)

f(z)
, (z0 6= ∞) , åñëè

a) z0 � íóëü ïîðÿäêà n ôóíêöèè f(z) ∈ A(z0);

b) z0 � ïîëþñ ïîðÿäêà k ôóíêöèè f(z).

10. Íàéäèòå ãëàâíóþ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè f(z) â îêðåñòíîñòè z0, åñëè

a) f(z) =
ez

(z2 − 1)2
, z0 = −1 ; b) f(z) =

z3

(z2 + 1)2
, z0 = i ;

c) f(z) =
z

sin2(z − 1)
, z0 = 1 d) f(z) =

ez + 1

(z2 − 4)2
, z0 = 2 .

�23. Îñíîâíàÿ òåîðåìà î âû÷åòàõ.
Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ

23.1. Îñíîâíàÿ òåîðåìà î âû÷åòàõ

Òåîðåìà 23.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â çàìêíóòîé îáëàñòè D çà èñ-
êëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà îñîáûõ òî÷åê z1, z2, . . . zn ∈ D. Òîãäà∮

∂D

f(z) dz = 2πi ·
n∑

k=1

res
zk

f(z) , (1)

ãäå ∂D � ïîëíàÿ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ ãðàíèöà D.

Çàìå÷àíèå. Îáëàñòü D ìîæåò áûòü íåîäíîñâÿçíîé.

Îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ äðóãàÿ ðåäàêöèÿ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ:
Òåîðåìà 23.1∗. Ïóñòü γ � çàìêíóòûé êîíòóð, ëåæàùèé â îáëàñòè àíàëèòè÷íî-

ñòè ôóíêöèè f(z), ïðè÷åì f(z) àíàëèòè÷íà âíóòðè γ çà èñêëþ÷åíèåì îñîáûõ òî÷åê
z1, z2, . . . zn. Òîãäà ∮

γ

f(z) dz = 2πi ·
n∑

k=1

res
zk

f(z) . (2)
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23.2. Ïðèìåðû

Âû÷èñëèòü êîíòóðíûé èíòåãðàë I =

∮
γ

f(z) dz , åñëè

a) f(z) =
cos z

z3 + 1
, γ : |z + 1| = 1 ;

b) f(z) = cos z ·cos
1

z
, γ � êîíòóð ïðÿìîóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ ±1, ±i ;

c) f(z) =
1

z (z − 1)
(
z − 1

2

)2
. . .
(
z − 1

100

)100 , γ : |z| = 3

4
;

d) f(z) =
1

z
, γ : |z| = 1 .

B a) Ôóíêöèÿ f(z) =
cos z

z3 + 1
èìååò â êîíå÷íîé ÷àñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè òðè

ïðîñòûõ ïîëþñà z = 3
√
−1 , ëèøü îäèí èç êîòîðûõ z = −1 ∈ int γ. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå

23.1∗

I = 2πi · res
z=−1

f(z) = 2πi
cos z

3z2

∣∣∣∣∣
z=−1

=
2πi

3
cos 1 .

b) Ôóíêöèÿ f(z) = cos z·cos
1

z
èìååò âíóòðè êîíòóðà γ åäèíñòâåííóþ îñîáåííîñòü

z = 0, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé. Äëÿ íàõîæäåíèÿ âû÷åòà â ýòîé
òî÷êå ñëåäóåò ðàññìîòðåòü ðàçëîæåíèå f(z) â ðÿä Ëîðàíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè z = 0. Ïîñêîëüêó â ðàçëîæåíèÿõ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì z ôóíêöèé cos z è cos
1

z
ïðèñóòñòâóþò òîëüêî ÷åòíûå ñòåïåíè z, òî ðÿä Ëîðàíà f(z) òàêæå ñîäåðæèò ëèøü
÷åòíûå ñòåïåíè z, òàê ÷òî res

z=0
f(z) = 0. Èòàê, ñîãëàñíî (2)

I = 2πi · res
z=0

f(z) = 0 .

c) f(z) =
1

z (z − 1)
(
z − 1

2

)2
. . .
(
z − 1

100

)100 èìååò âíóòðè êîíòóðà γ : |z| = 3

4
ïî-

ëþñû z = 0, z =
1

2
, . . . z =

1

100
, â òî âðåìÿ êàê ïðîñòîé ïîëþñ z = 1 ∈ ext γ. Ñîãëàñíî

òåîðåìå 22.2

res
z=0

f(z) +
n∑

k=2

res
zk= 1

k

f(z) = −
(

res
z=1

f(z) + res
z=∞

f(z)
)
.

Òàê êàê ïðè z →∞ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå f(z) ∼ 1

z1+1+2+···+100 , òî res
z=∞

f(z) = 0

(ñì. óòâåðæäåíèå 4 ï. 22.2).
Âû÷èñëèâ

res
z=1

f(z) =
1

z
(
z − 1

2

)2
. . .
(
z − 1

100

)100

∣∣∣∣∣
z=1

=
1(

1
2

)2
. . .
(

99
100

)100 =

=
22 · 33 . . . 100100

12 · 23 . . . 99100
=

100100

99!
,
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ïîëó÷àåì,

I = −2πi ·
(

res
z=1

f(z) + res
z=∞

f(z)
)

= −2πi
100100

99!
.

d) Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ f(z) =
1

z
íå ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé, ïîýòîìó òåîðåìà

23.1 íåïðèìåíèìà. Èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî:

I =

∮
γ

1

z
dz =

{
z = eiϕ

}
=

∫ 2π

0

1

e−iϕ · i e
iϕ dϕ =

∫ 2π

0

e2iϕ · i dϕ = 0 C

23.3. Ñîáñòâåííûå èíòåãðàëû âèäà

∫ 2π

0

R(cosϕ, sinϕ) dϕ

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà òàêîãî òèïà, ãäå R(cosϕ, sinϕ) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíê-
öèÿ, ïðîèçâîäèòñÿ çàìåíà z = eiϕ, ϕ ∈ [0; 2π]. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Ýéëåðà

cosϕ =
1

2

(
z +

1

z

)
, sinϕ =

1

2i

(
z − 1

z

)
,

ïîëó÷àåì èíòåãðàë íåêîòîðîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè R1(z) ïî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè
γ : |z| = 1.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë I =

∫ 2π

0

dϕ

1 + a sinϕ
, ãäå −1 < a < 1.

B Ïîñëå çàìåíû z = eiϕ, ϕ ∈ [0; 2π], dϕ =
dz

iz
, ïðèõîäèì ê èíòåãðàëó

I =

∮
γ

dz

iz

(
1 +

a

2i

(
z − 1

z

)) = 2 ·
∮

γ

dz

az2 + 2i z − a
.

Êîðíÿìè óðàâíåíèÿ az2+2i z−a = 0, a 6= 0, ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà z1,2 =
i

a

(
−1±

√
1− a2

)
� ïðîñòûå ïîëþñû ôóíêöèè f(z) =

1

az2 + 2i z − a
. Íåòðóäíî âûÿñíèòü, ÷òî

z1 =
i

a

(
−1 +

√
1− a2

)
∈ int γ, â òî âðåìÿ êàê z2 =

i

a

(
−1−

√
1− a2

)
∈ ext γ. Ïîýòî-

ìó, âû÷èñëèâ

res
z1

f(z) =
z − z1

a (z − z1)(z − z2)

∣∣∣∣∣
z1

=
1

a (z1 − z2)
=

1

2i
√

1− a2
,

èìååì

I = 2 · 2πi res
z1

f(z) =
2π√

1− a2
.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è ïðè a = 0 C

23.4. Âîïðîñû è çàäà÷è
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1. Âû÷èñëèòå ñëåäóþùèå èíòåãðàëû (çàìêíóòûå êîíòóðû ïîëîæèòåëüíî îðèåíòè-
ðîâàíû):

a)

∮
γ

z ctg z dz , γ : |z| = 4 ; b)

∮
γ

z4 sin
1

z
dz , γ : |z| = 1 ;

c)

∮
γ

eπz

z4 + 2z2 + 1
dz , γ : |z + i| = 1 ; d)

∮
γ

cos 1
z

(z3 + 1)3(z − 3)
dz , γ : |z| = 2 ;

e)

∮
γ

ez − 1

ez + 2
dz , γ : |z − 1 + iπ| = 1 ; f)

∮
γ

z7

3z8 + 1
dz , γ : |z| = 1 ;

g)

∮
γ

z5 − 3iz + 2

(2z − i)2007
dz , γ � êîíòóð êâàäðàòà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ z = ±1, z = ±i;

h)

∮
γ

sin
z

z + 1
dz , γ : |z+2| = 2 ; i)

∮
γ

z5 · sin 2

z
· cos

z

z2 + 4
dz , γ : |z−1| = 2 .

2. Íàéäèòå çíà÷åíèå a, ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ F (z) =

∫ z

z0

eζ ·
(

1

ζ
+

a

ζ3

)
dζ îä-

íîçíà÷íà â îáëàñòè D = C \ {0} (çäåñü z, z0 ∈ D).

3. Âû÷èñëèòå ñëåäóþùèå èíòåãðàëû ïðè ïîìîùè âû÷åòîâ:

a)

∫ π

0

dϕ

5− 4 cosϕ
; b)

∫ π
2

−π
2

dϕ

4− sin 2ϕ
; c)

∫ π

0

dϕ

1 + sin2 ϕ
;

d)

∫ π
2

0

dx

5 + 2 cos2 x
; e)

∫ π

−π

cosx+ 1

sin x+ 2
dx ; f)

∫ π

0

sin2 x

5 + 3 cosx
dx ;

g)

∫ 2π

0

dϕ

1− 2a cosϕ+ a2
(0 < a < 1); h)

∫ 2π

0

dϕ

(a+ b cosϕ)2
(0 < b < a).

�24. Ïðèìåíåíèå òåîðèè âû÷åòîâ ê âû÷èñëåíèþ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ

24.1. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû âèäà

∫ +∞

−∞
F (x) dx

Ëåììà 1. Ïóñòü D = {Im z ≥ 0} ∩ {|z| ≥ R0}, CR = {|z| = R, 0 ≤ arg z ≤ π},
ôóíêöèÿ F (z) íåïðåðûâíà â D. Åñëè

MF (R) ≡ max
z∈CR

|F (z)| = o

(
1

R

)
, ïðè R→∞, òî lim

R→∞

∫
CR

F (z) dz = 0.

Òåîðåìà 24.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ F (z) àíàëèòè÷íà â çàìêíóòîé ïîëóïëîñêîñòè
{Im z ≥ 0} çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà îñîáûõ òî÷åê z1, . . . zn, íå ëåæàùèõ íà

äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé, è MF (R) = o

(
1

R

)
ïðè R→∞. Òîãäà

∫ +∞

−∞
F (x) dx = 2πi ·

n∑
k=1

res
zk

F (z) (1)

(èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè ñóùåñòâóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ).
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Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü F (x) =
Pm(x)

Qn(x)
, ãäå Pm(x) è Qn(x) � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíåé m

è n ñîîòâåòñòâåííî, n−m ≥ 2, Qn(x) 6= 0, x ∈ R. Òîãäà∫ +∞

−∞
F (x) dx = 2πi ·

∑
k

res
zk

F (z) , (3)

ãäå {zk} � âñå îñîáûå òî÷êè ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè F (z), íàõîäÿùèåñÿ â âåðõíåé ïîëó-
ïëîñêîñòè.

Çàìå÷àíèÿ.
1) Êîýôôèöèåíòû R(z) íå îáÿçàíû áûòü âåùåñòâåííûìè.
2) Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà îò ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé òðåáî-

âàíèÿì ñëåäñòâèÿ 1, â ôîðìóëå (3) ìîæíî èñïîëüçîâàòü âçÿòóþ ñî çíàêîì ìèíóñ ñóììó
âû÷åòîâ ïî âñåì îñîáûì òî÷êàì F (z), íàõîäÿùèìñÿ â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè (äîêàæè-
òå ñàìîñòîÿòåëüíî).

Ïðèìåðû. Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû

a) I =

∫ +∞

0

x2

x4 + 1
dx ; b)

∫ +∞

−∞

dx

x3 − i
.

B a) Ðàññìîòðèì F (z) =
z2

z4 + 1
� ôóíêöèþ, îòâå÷àþùóþ óñëîâèÿì ñëåäñòâèÿ

1. ×åòûðå êîðíÿ óðàâíåíèÿ

z4 + 1 = 0 ⇔ z = 4
√
−1 = e

i (π+2πn)
4 , n = 0, 1, 2, 3,

ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ïîëþñàìè F (z), ïðè÷åì òî÷êè z1 = e
πi
4 , z2 = e

3πi
4 ðàñïîëîæå-

íû â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.
Ó÷èòûâàÿ ÷åòíîñòü ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè è ôîðìóëó (3), èìååì

I =
1

2
·
∫ +∞

−∞

x2

x4 + 1
dx = πi ·

(
res
z1

F (z) + res
z2

F (z)

)
.

Íàõîäèì âû÷åò

res
z1

F (z) =
z2

(z4 + 1)′

∣∣∣∣∣
z1

=
1

4 z

∣∣∣∣∣
z1

=
1

4
· e−

πi
4 =

1

4
√

2
(1− i).

Àíàëîãè÷íî res
z2

F (z) =
1

4
· e−

3πi
4 = − 1

4
√

2
(1 + i).

Èòàê,

I = πi · 1

4
√

2
(1− i− 1− i) =

π

2
√

2
.

b) Ôóíêöèÿ F (z) =
1

z3 − i
èìååò òðè ïðîñòûõ ïîëþñà z =

3
√
i = ei

(
π
6

+ 2πn
3

)
,

n = 0, 1, 2 , äâà èç êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, à îäèí: z0 = −i
� â íèæíåé.
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Íàõîäèì âû÷åò res
z=−i

F (z) =
1

(z3 − i)′

∣∣∣∣∣
z=−i

=
1

3z2

∣∣∣∣∣
z=−i

= −1

3
. Òåïåðü, èìåÿ â âèäó

çàìå÷àíèå 3, ïîëó÷àåì∫ +∞

−∞

dx

x3 − i
= −2πi res

z=−i
F (z) =

2π

3
i C

24.2. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû âèäà

∫ +∞

−∞
f(x) cos ax dx

è

∫ +∞

−∞
f(x) sin ax dx

Ëåììà 2 (Æîðäàí). Ïóñòü a > 0, D = {Im z ≥ 0} ∩ {|z| ≥ R0} , CR = {|z| =
R, 0 ≤ arg z ≤ π} . Åñëè ôóíêöèÿ f(z) íåïðåðûâíà â D è Mf (R) ≡ max

z∈CR

|f(z)| = o(1)

ïðè R→∞, òî lim
R→∞

∫
CR

f(z) eiaz dz = 0 .

Òåîðåìà 24.2. Ïóñòü a > 0, ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â çàìêíóòîé ïîëóïëîñ-
êîñòè {Im z ≥ 0} êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà îñîáûõ òî÷åê z1, . . . zn, íå ëåæàùèõ íà
äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé, è Mf (R) = o (1) ïðè R → ∞. Òîãäà äëÿ íåñîáñòâåííûõ
èíòåãðàëîâ (ñóùåñòâóþùèõ âîîáùå ãîâîðÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ) ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà:

v.p.

∫ +∞

−∞
f(x) cos ax dx = ReA, v.p.

∫ +∞

−∞
f(x) sin ax dx = ImA, (4)

ãäå
A = 2πi ·

n∑
k=1

res
zk

(
f(z) eiaz

)
. (5)

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü a > 0, f(x) =
Pm(x)

Qn(x)
, ãäå Pm(x) è Qn(x) � ìíîãî÷ëåíû ñòå-

ïåíåé m è n ñîîòâåòñòâåííî, n−m ≥ 1, è ïóñòü Qn(x) 6= 0, x ∈ R. Òîãäà∫ +∞

−∞

Pm(x)

Qn(x)
cos ax dx = Re A ,

∫ +∞

−∞

Pm(x)

Qn(x)
sin ax dx = Im A , (6)

ãäå

A = 2πi ·
∑

k

res
zk

(
Pm(z)

Qn(z)
eiaz

)
, (7)

à {zk} � âñå îñîáûå òî÷êè ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè f(z), íàõîäÿùèåñÿ â âåðõíåé ïîëó-
ïëîñêîñòè.

Ïðèìåðû. Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû

a) I =

∫ +∞

−∞

x+ 1

x2 + 4x+ 5
sin 2x dx ; b) I(λ) =

∫ +∞

−∞

cos λx

x2 + 1
dx .

B a) Ôóíêöèÿ F (z) =
z + 1

z2 + 4z + 5
e2zi èìååò äâà ïðîñòûõ ïîëþñà â êîíå÷íîé

÷àñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè: z1,2 = −2 ± i. Îäèí èç íèõ, à èìåííî z1 = −2 + i,
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íàõîäèòñÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Íàéäåì âû÷åò:

res
z=z1

F (z) = lim
z→z1

F (z) (z − z1) =
z + 1

z − z2

e2zi

∣∣∣∣∣
z=z1

=
i− 1

2i
· e−2−4i.

Ïîýòîìó

A = 2πi res
z=z1

F (z) =
π

e2
(i− 1) e−4i =

π

e2
(i− 1) (cos 4− i sin 4) .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî (6) ïîëó÷àåì

I = Im A =
π

e2
(cos 4 + sin 4)

b) Äàííûé èíòåãðàë, íàçûâàåìûé èíòåãðàëîì Ëàïëàñà, â ñèëó ÷åòíîñòè êîñèíóñà

ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå I(λ) =

∫ +∞

−∞

cos |λ|x
x2 + 1

dx .

Ïðè λ = 0 ïîëó÷àåì I(0) =

∫ +∞

−∞

dx

x2 + 1
= arctg x

∣∣+∞
−∞ = π .

Òåïåðü äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé λ > 0. Ôóíêöèÿ F (z) =
eiλz

z2 + 1
èìååò â

âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ïðîñòîé ïîëþñ z0 = i. Âû÷èñëèì

res
z=z0

F (z) =
eiλz

(z2 + 1)′

∣∣∣
z=i

=
eiλz

2z

∣∣∣
z=i

=
e−λ

2i

è â ñîîòâåòñòâèè ñ (6)�(7) ïîëó÷èì

I(λ) = Re
(
2πi res

z=i
F (z)

)
= π e−λ.

Èòàê, îêîí÷àòåëüíî, ó÷èòûâàÿ ÷åòíîñòü ïî λ, èìååì I(λ) = π e−|λ| C

24.3. Èíòåãðàëû ñ îñîáåííîñòÿìè 2-ãî ðîäà

Îäíèì èç óñëîâèé îñíîâíîé òåîðåìû î âû÷åòàõ ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå îòñóòñòâèÿ
îñîáûõ òî÷åê ôóíêöèè íà êîíòóðå èíòåãðèðîâàíèÿ. Êàê æå áûòü, åñëè ê âû÷èñëåíèþ
ïðåäëàãàåòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñ îñîáåííîñòüþ 2-ãî ðîäà? Îòâåò ïðîñò: ñëåäóåò
âçÿòü êîíòóð, îáõîäÿùèé îñîáóþ òî÷êó, à çàòåì â ðåçóëüòàòå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà (è
ñîîòâåòñòâóþùåé äåôîðìàöèè êðèâîé) ïîëó÷èòü èñêîìûé èíòåãðàë. Ýòà ïðîöåäóðà
èñïîëüçîâàíà ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 24.3. Ïóñòü ôóíêöèÿ F (z) àíàëèòè÷íà â çàìêíóòîé ïîëóïëîñêîñòè
{Im z ≥ 0} çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà îñîáûõ òî÷åê z1, . . . zn, Im zk > 0 ∀k, è
êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîñòûõ ïîëþñîâ x1, . . . , xm, ëåæàùèõ íà äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé;
ïóñòü òàêæå

lim
R→∞

∫
CR

F (z) dz = 0 , ãäå CR = {|z| = R, 0 ≤ arg z ≤ π}. Òîãäà

v.p.

∫ +∞

−∞
F (x) dx = 2πi

(
n∑

k=1

res
zk

F (z) +
1

2

m∑
k=1

res
xk

F (z)

)
. (8)
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Çàìå÷àíèå. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà â óòâåðæäåíèè òåîðåìû 24.3
ñóùåñòâóåò òîëüêî â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ, â îáû÷íîì ñìûñëå îí ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåðû.

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû

a) I1 =

∫ ∞

−∞

x2

(x− 1)(x4 + 1)
dx ; b) I2 =

∫ ∞

−∞

sin 2x

x3 + 8
dx .

B a) Îñîáûìè òî÷êàìè ôóíêöèè F (z) =
z2

(z − 1)(z4 + 1)
ÿâëÿþòñÿ íóëè çíàìåíà-

òåëÿ: z0 = 1 è z1−4 = 4
√
−1 ; ýòî âñå ïðîñòûå ïîëþñû. Òî÷êè z1 = e

π
4

i è z2 = e
3π
4

i

íàõîäÿòñÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.
Íàéäåì âû÷åòû, èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå ïðèåìû:

res
z=z0

F (z) = lim
z→1

F (z) (z − 1) =
z2

z4 + 1

∣∣∣∣∣
z=1

=
1

2
;

res
z=z1

F (z) =
z2(

(z − 1)(z4 + 1)
)′
∣∣∣∣∣
z=z1

=
z2

5z4 − 4z3 + 1

∣∣∣∣∣
z=z1

=

=
i

−5− 4 e
3π
4
i + 1

= − i

4

(
1 + e

3π
4
i
) .

Àíàëîãè÷íî

res
z=z2

F (z) =
i

4
(
1 + e

π
4
i
) .

Ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (8)

I1 =
2πi

4

(
− i

1 + e
3π
4
i

+
i

1 + e
π
4
i

+ 1

)
=
iπ

2

e3π
4
i − e

π
4
i

e
3π
4
i + e

π
4
i
i+ 1

 =

=
iπ

2

eπ
2
i ·
(
e

π
4
i − e−

π
4
i
)

e
π
2
i ·
(
e

π
4
i + e−

π
4
i
) i+ 1

 =
iπ

2

−2 sin
π

4

2 cos
π

4

+ 1

 = 0 .

b) Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F (z) =
e2iz

z3 + 8
, êîòîðàÿ èìååò ïðîñòûå ïîëþñû â òî÷êàõ

z0 = −2 è z1,2 = 1± i
√

3. Çäåñü Im z1 > 0.

Òàê êàê res
z=zk

F (z) =
e2iz

3 z2

∣∣∣∣∣
zk

, òî

res
z=z0

F (z) =
e−4i

12
, res

z=z1

F (z) = − e 2(−
√

3+i)

6 (1− i
√

3)
= −e

−2
√

3

24
e 2i (1 + i

√
3) .
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Ïîýòîìó ñîãëàñíî (8) èìååì

v.p.

∫ +∞

−∞

e2ix

x3 + 8
dx =

πi

12

(
e−4i − e−2

√
3 (cos 2 + i sin 2) (1 + i

√
3)
)
≡ A ,

ñëåäîâàòåëüíî,

I2 = Im A =
π

12

(
cos 4− e−2

√
3 (cos 2−

√
3 sin 2

)
C

24.4. Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Âû÷èñëèòå ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ èíòåãðàëû îò ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé:

a)

∫ +∞

−∞

x2 − x+ 2

x4 + 10x2 + 9
dx ; b)

∫ +∞

0

x2 dx

(x2 + 4a2)2
(a > 0);

c)

∫ +∞

−∞

dx

(x2 − 2x+ 10)2
; d)

∫ +∞

−∞

2x2 + 13

x4 + 13x2 + 36
dx ;

e)

∫ +∞

−∞

dx

x3 + 8i
; f)

∫ +∞

−∞

dx

(x+ 1)2(x2 − ix− 1)
;

g)

∫ +∞

−∞

x sin(x− 2)

x2 + 2
dx ; h)

∫ +∞

−∞

cos(3− 8x)

(4x2 − 7x+ 5)
dx .

2. Âû÷èñëèòå ñëåäóþùèå èíòåãðàëû:

a)

∫ +∞

−∞

x− 1

x2 − 4x+ 5
cos 3x dx ; b)

∫ +∞

0

x

x2 + 4
sin 2x dx ;

c)

∫ +∞

−∞

cos 3x

(x2 − 2x+ 10)2
dx ; d)

∫ +∞

−∞

sin2 x− cos2 x

(x2 + 4x+ 5)2
dx .

3. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû (ïîíèìàåìûå â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ):

a)

∫ +∞

−∞

cosx

(x2 + 1) (x− 2)
dx ; b)

∫ +∞

−∞

sin x · cosx

(x2 + 1) (x− 1)
dx ;

c)

∫ +∞

0

sin x

x (x2 + 4)
dx ; d)

∫ +∞

0

x

x4 − 1
dx ; e)

∫ +∞

0

x2

x4 − 16
dx.

4. Âûÿñíèòå ðàñïîëîæåíèå äóãè îêðóæíîñòè CR è ñôîðìóëèðóéòå âàðèàíò ëåììû
Æîðäàíà, óñëîâèÿ êîòîðîãî îáåñïå÷èâàþò âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà:

a) lim
R→∞

∫
CR

f(z) eiaz dz = 0 ïðè a < 0 ;

b) lim
R→∞

∫
CR

f(z) eaz dz = 0 ïðè a < 0.
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�25. Âû÷èñëåíèå íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ
(ïðîäîëæåíèå)

25.1. Íåñêîëüêî çàìå÷àíèé îáùåãî õàðàêòåðà

Îñíîâíàÿ èäåÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ ïîñðåäñòâîì âûõîäà â êîì-
ïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè òàêîé ôóíêöèè è òàêîãî çàìêíóòîãî êîí-
òóðà, ê êîòîðûì ïðèìåíèìà îñíîâíàÿ òåîðåìà î âû÷åòàõ, ïðèâîäÿùàÿ ê óðàâíåíèþ,
îòêóäà è ìîæíî íàéòè òðåáóåìûé èíòåãðàë.

Ïðè âû÷èñëåíèè ñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ â ï. 23.3 ýòî äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò çàìåíû
ïåðåìåííîé.

Â ñëó÷àå íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ, êîòîðûå ñàìè ïî ñåáå ÿâëÿþòñÿ ðåàëèçàöèåé
ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ, åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ïðåäåëüíîìó ïåðåõîäó (èëè íåñêîëü-
êèì ïðåäåëüíûì ïåðåõîäàì îäíîâðåìåííî) ïîäâåðãàåòñÿ íåêîòîðîå ðàâåíñòâî, âûðàæà-
þùåå îñíîâíóþ òåîðåìó î âû÷åòàõ. Â ýòîì ïðîöåññå ïðîèñõîäÿò êàê íåïðåðûâíàÿ äåôîð-
ìàöèÿ êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ, òàê è, âîçìîæíî, èçìåíåíèå ñàìîãî ïîäûíòåãðàëüíîãî
âûðàæåíèÿ. Ïðè ïðàâèëüíîì âûáîðå ôóíêöèè è êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ â ðåçóëüòàòå
äîëæíû ïîëó÷àòüñÿ èñêîìûé èíòåãðàë, à òàêæå èçâåñòíûå âûðàæåíèÿ (÷àñòî, íî íå
îáÿçàòåëüíî, ïðèíèìàþùèå â ïðåäåëå íóëåâîå çíà÷åíèå).

Òàêèì îáðàçîì, â îáùåé ñèòóàöèè ðåøåíèå çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ìåòîäàìè
ÒÔÊÏ íà÷èíàåòñÿ ñ âûÿñíåíèÿ äâóõ âîïðîñîâ: 1) êàêîâà èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ
F (z)? 2) êàêîâ êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ?

Ïðîñòåéøèå ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå âûøåñêàçàííîå, ïðåäñòàâëåíû â ïï. 24.1 è
24.2. Â ïåðâîì ñëó÷àå F (z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ïîäûíòåãðàëüíîé
ôóíêöèè, âî âòîðîì � F (z) âûáèðàåòñÿ íåñêîëüêî èíà÷å. Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ îäè-
íàêîâ â îáîèõ ñëó÷àÿõ: îäíà åãî ÷àñòü � îòðåçîê äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé � ïðèñóòñòâóåò
íåîáõîäèìûì îáðàçîì, òàê êàê îòñþäà â ïðåäåëå è ïîëó÷àþòñÿ èñêîìûå èíòåãðàëû;
äðóãàÿ � äóãà, îáåñïå÷èâàþùàÿ çàìûêàíèå êîíòóðà, � òàêîâà, ÷òî èíòåãðàëû ïî íåé â
ïðåäåëå èñ÷åçàþò.

Âî âñåõ èçó÷åííûõ íàìè âûøå ñëó÷àÿõ âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ìîæíî áûëî ïðî-
âåñòè â îáùåì âèäå, ÷òî è íàøëî îòðàæåíèå â ôîðìóëèðîâêàõ óòâåðæäåíèÿ ï. 23.3
è òåîðåì 24.1�24.3. Çàòåì, ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíîé çàäà÷è ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà,
èñïîëüçîâàëàñü ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà.

Åñëè æå òðåáóåòñÿ ðåøèòü íåòèïîâóþ çàäà÷ó, ñëåäóåò ïîëíîñòüþ ðåàëèçîâàòü îïè-
ñàííóþ íàìè ñõåìó, êàê ýòî áóäåò ïîêàçàíî â ïðèâîäèìûõ íèæå ïðèìåðàõ.

25.2. Òðóäíîñòè â âûáîðå ôóíêöèè

Â ï. 24.2 ìû èìåëè âîçìîæíîñòü óáåäèòüñÿ, ÷òî êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ F (z) íå îáÿ-
çàíà áûòü àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ïîäûíòåãðàëüíîé. Âñòðå÷àþòñÿ è äðóãèå ñè-
òóàöèè, êîãäà âûáîð F (z) ñîâñåì íå î÷åâèäåí (ñì. ïðèìåð íèæå, à òàêæå ï. 25.4).

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë I =

∫ ∞

−∞

sin2 x

x2
dx ;

B Äëÿ íàõîæäåíèÿ I âûáåðåì f(z) =
e2zi − 1

2z2
è êîíòóð γR,ρ, ñîñòîÿùèé èç îòðåçêîâ

[−R ;−ρ] è [ρ ;R] äåéñòâèòåëüíîé îñè è äâóõ ïîëóîêðóæíîñòåé CR è Cρ (ðèñ. 41).
Îñîáàÿ òî÷êà z = 0 ôóíêöèè f(z) íå äîëæíà íàõîäèòüñÿ íà ëèíèè èíòåãðèðîâàíèÿ,

îáõîäèì åå ïî äóãå Cρ. Ïîñêîëüêó äðóãèõ îñîáûõ òî÷åê â êîíå÷íîé ÷àñòè êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè f(z) íå èìååò, ñîãëàñíî îñíîâíîé òåîðåìå ïîëó÷àåì∮

γR

f(z) dz =

∫ R

ρ

f(x) dx+

∫ −ρ

−R

f(x) dx+

∫
CR

f(z) dz +

∫
Cρ

f(z) dz = 0 . (1)
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Ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ∀R ≥ R0 è ∀ρ, 0 < ρ ≤ ρ0 < R0, ïîýòîìó ìîæíî ñîâåðøèòü
ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè R→ +∞ è ρ→ 0.

Ïðè ýòîì ∫ −ρ

−R

f(x) dx+

∫ R

ρ

f(x) dx → v.p.

∫ +∞

−∞
f(x) dx .

∫
Cρ

f(z) dz =

∫ 0

π

f(ρeiϕ) ρieiϕ dϕ = −
∫ π

0

i
e2iρe

iϕ
− 1

2ρ eiϕ
dϕ =

= −
∫ π

0

i
1 + 2i ρeiϕ +O(ρ2)− 1

2ρ eiϕ
dϕ =

∫ π

0

(1 +O(ρ) ) dϕ → π .

Èíòåãðàë ïî äóãå CR ðàñïàäàåòñÿ íà ðàçíîñòü∫
CR

f(z) dz =

∫
CR

e2zi − 1

2z2
dz =

∫
CR

e2zi

2z2
dz −

∫
CR

dz

2z2
,

ãäå îáà èíòåãðàëà èñ÷åçàþò ïðè R→ +∞ � ïåðâûé â ñèëó ëåììû Æîðäàíà, âòîðîé �
ïî ëåììå 1 ï. 24.1.

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (1) â ïðåäåëå äàåò

v.p.

∫ +∞

−∞

e2xi − 1

2x2
dx+ π = 0 ⇔

v.p.

(∫ +∞

−∞

cos 2x− 1

2x2
dx+ i

∫ +∞

−∞

sin 2x

2x2
dx

)
= −π ,

îòêóäà, ïðîâîäÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ è âûäåëÿÿ äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü,
èìååì

I =

∫ +∞

−∞

sin2 x

x2
dx = π

(çàìåòèì, ÷òî I íå èìååò îñîáåííîñòè â òî÷êå x = 0 è ñõîäèòñÿ êàê èíòåãðàë ïåðâîãî
ðîäà) C

25.3. Òðóäíîñòè â âûáîðå êîíòóðà

Â ïðèìåðàõ ýòîãî ïóíêòà ñóùåñòâåííóþ ðîëü ïðè âûáîðå êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ
èãðàåò íåîäíîëèñòíîñòü ôóíêöèè.

Ïðèìåðû. Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû

a) I1 =

∫ ∞

0

dx

xn + 1
, n ∈ N, n ≥ 2 ;

b) I2 =

∫ ∞

−∞

epx

ex + 1
dx (0 < p < 1).

B a) Âîçüìåì f(z) =
1

zn + 1
. Çàìåòèâ, ÷òî íà ëó÷àõ arg z = 0 è arg z =

2π

n
ïîâåäåíèå f(z) îäèíàêîâî, â êà÷åñòâå êîíòóðà γR âûáåðåì ãðàíèöó êðóãîâîãî ñåêòîðà

ðàäèóñà R ñ óãëîì
2π

n
(ðèñ. 42).

Îñîáûå òî÷êè f(z) � n ïðîñòûõ ïîëþñîâ zk = n
√
−1 = e

iπ(1+2k)
n , k = 0, . . . , n − 1,

ëèøü îäèí èç êîòîðûõ � z0 = e
iπ
n � íàõîäèòñÿ âíóòðè γR. Ïîýòîìó∮

γR

f(z) dz = 2πi · res
z0

f(z) . (2)
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Âû÷èñëèâ

res
z0

f(z) =
1

n zn−1
0

=
1

n
e−

iπ(n−1)
n = − 1

n
e

iπ
n ,

äåòàëüíî ðàñïèøåì ðàâåíñòâî (2):∫ R

0

f(x) dx+

∫
CR

f(z) dz +

∫
γ1

f(z) dz = −2πi

n
e

iπ
n . (3)

Ïîñêîëüêó ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ∀R > 1, ñäåëàåì â íåì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè
R→ +∞. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ïðåäåë êàæäîãî èç èíòåãðàëîâ èç ëåâîé ÷àñòè (3):

lim
R→+∞

∫ R

0

f(x) dx =

∫ ∞

0

f(x) dx = I1 ;∫
γ1

f(z) dz =

{
z = r e

2πi
n , r ∈ [0 ;R]

}
=

∫ 0

R

f

(
re

2πi
n

)
e

2πi
n dr =

= −
∫ R

0

e
2πi
n

rn + 1
dr → −e

2πi
n · I1 .∫

CR

f(z) dz =

∫ 2π
n

0

f(Reiϕ)Rieiϕ dϕ =

∫ 2π
n

0

Rieiϕ

Rneinϕ + 1
dϕ .

Îöåíèì ïîñëåäíèé èíòåãðàë, èñïîëüçóÿ âàðèàíò íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà |a+ b| ≥
||a| − |b||:∣∣∣∣∫

CR

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ ∫ 2π
n

0

∣∣∣∣ Rieiϕ

Rneinϕ + 1

∣∣∣∣ dϕ ≤ ∫ 2π
n

0

R

Rn − 1
dϕ =

2π

n
· R

Rn − 1
→ 0

ïðè R→ +∞, òàê êàê n ≥ 2.
Èòàê, èç ðàâåíñòâà (3) èìååì:

I1 − e
2πi
n · I1 = −2πi

n
· e

πi
n ,

ïîýòîìó

I1 = −2πi

n
· e

πi
n

1− e
2πi
n

=
2πi

n

(
e

πi
n − e−

πi
n

) =
π

n sin
π

n

.

b) Âûáåðåì f(z) =
epz

ez + 1
è, ó÷èòûâàÿ ïåðèîäè÷íîñòü ýêñïîíåíòû ñ ïåðèîäîì 2πi,

ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå γR êîíòóð ïðÿìîóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ ±R, ±R+2πi
(ðèñ. 43).

Ðèñ. 42 Ðèñ. 43
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Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

ez + 1 = 0 ⇔ z = Ln(−1) = iπ (1 + 2πn) , n ∈ Z,

ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè òî÷êàìè f(z). Òîëüêî îäíà èç íèõ, à èìåííî z0 = πi ∈ int γR. Î÷å-
âèäíî, ýòî ïðîñòîé ïîëþñ f(z). Íàéäåì âû÷åò:

res
z0

f(z) =
epz

(ez + 1)′

∣∣∣∣∣
z0

=
epz0

ez0
= −eipπ .

Ïîýòîìó ∮
γR

f(z) dz = −2πi · eipπ ,

ò.å. ∫ R

−R

f(x) dx+

∫
γ1

f(z) dz +

∫
γ2

f(z) dz +

∫
γ3

f(z) dz = −2πi · eipπ . (4)

Êàê îáû÷íî, ïåðåéäåì â ïîëó÷åííîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè R → +∞. Äëÿ ýòîãî
ðàññìîòðèì ïðåäåë êàæäîãî èç èíòåãðàëîâ â (4). Âî-ïåðâûõ,

lim
R→+∞

∫ R

−R

f(x) dx =

∫ +∞

−∞

epx

ex + 1
dx = I2 ,

ïðè÷åì óñëîâèå 0 < p < 1 îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü ýòîãî èíòåãðàëà.
Íà âåðõíåé ãðàíèöå ïðÿìîóãîëüíèêà γ2, ãäå z = x + 2πi, x ∈ [−R ;R], çà ñ÷åò

ïåðèîäè÷íîñòè ez ïîëó÷àåì∫
γ2

f(z) dz =

∫ −R

R

ep (x+2πi)

ex + 1
dx = −e2pπi ·

∫ R

−R

epx

ex + 1
dx → −e2pπi · I2 .

Èçó÷èì ïîâåäåíèå èíòåãðàëîâ íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ ïðÿìîóãîëüíèêà. Åñëè z ∈ γ1,
òî z = R + iy, y ∈ [0 ; 2π] , ïîýòîìó∫

γ1

f(z) dz =

∫ 2π

0

ep (R+iy)

eR+iy + 1
i dy ,

ñëåäîâàòåëüíî,∣∣∣∣∫
γ1

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ ∫ 2π

0

epR

|eR+iy + 1|
dy ≤

∫ 2π

0

epR

eR − 1
dy ∼ 2π e(p−1) R → 0

ïðè R→ +∞, òàê êàê p < 1.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

∫
γ3

f(z) dz → 0 âñëåäñòâèå óñëîâèÿ p > 0.

Èòàê, ðàâåíñòâî (4) â ïðåäåëå ïðèîáðåòàåò âèä

I2 − e2pπi · I2 = −2πi · epπi ,

çíà÷èò,

I2 =
2πi · epπi

e2pπi − 1
=

2πi

epπi − e−pπi
=

π

sin pπ
C
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25.4. Èñïîëüçîâàíèå ðåãóëÿðíûõ âåòâåé ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé

Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ ïðèìåíÿþòñÿ ìíîãîçíà÷íûå ôóíêöèè Ln z = ln |z|+i (arg z+
2πk) è zα = eα Ln z. Èçâåñòíî, ÷òî â îáëàñòè C \R+, ò.å. â ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì ïî
âåùåñòâåííîé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè, âîçìîæíî âûäåëåíèå ðåãóëÿðíûõ îäíîçíà÷íûõ
âåòâåé. Ýòî, íàïðèìåð, ãëàâíîå çíà÷åíèå ëîãàðèôìà ln z = ln |z| + i arg z, arg z ∈
[0 ; 2π), à òàêæå zα = eα ln z = |z|α ei α arg z , α ∈ R. Â ÷àñòíîñòè, ïðè arg z = 0
èìååì z = x > 0 è zα = |z|α = xα > 0.

Ïðèìåðû. Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû

a) I1 =

∫ ∞

0

ln x

x2 + 1
dx ; b) I2 =

∫ ∞

0

xp−1

x+ 1
dx (0 < p < 1).

B a) Ïóñòü f(z) =
ln z

z2 + 1
� îäíîçíà÷íàÿ ðåãóëÿðíàÿ âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè

ñ îñîáûìè òî÷êàìè z0 = 0 (òî÷êà âåòâëåíèÿ) è z1 = ±i (ïðîñòûå ïîëþñû). Âûáåðåì
êîíòóð γR,ρ � ãðàíèöó âåðõíåãî ïîëóêðóãà ðàäèóñà R ñ îáõîäîì òî÷êè z0 = 0 ïî äóãå
Cρ (ðèñ. 44). Òîãäà ïî òåîðåìå 23.1∮

γ R,ρ

f(z) dz = 2πi · res
z0

f(z) ,

èëè ∫ R

ρ

f(x) dx+

∫
CR

f(z) dz +

∫
γ1

f(z) dz +

∫
Cρ

f(z) dz = 2πi
ln z

2z

∣∣∣∣∣
z=i

. (5)

Â ðàâåíñòâå (5), ñïðàâåäëèâîì ∀R ≥ R0 è ∀ρ, 0 < ρ ≤ ρ0 < R0, ñîâåðøèì ïðåäåëü-

íûé ïåðåõîä ïðè R→ +∞ è ρ→ 0. Ïðè ýòîì

∫ R

ρ

f(x) dx → I1 (ëåãêî ïðîâåðèòü,

÷òî èíòåãðàë ñõîäèòñÿ).
Îöåíèì èíòåãðàëû ïî äóãàì:∫

CR

f(z) dz =

∫ π

0

f(Reiϕ)Rieiϕ dϕ = i

∫ π

0

ln R + i ϕ

R2 e2iϕ + 1
Reiϕ dϕ ,

ñëåäîâàòåëüíî,∣∣∣∣∫
CR

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ ∫ π

0

| ln R + i ϕ|
|R2 e2iϕ + 1|

Rdϕ ∼
∫ π

0

ln R

R
dϕ → 0 ïðè R→ +∞.

Àíàëîãè÷íî

∣∣∣∣∣
∫

Cρ

f(z) dz

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ 0

π

f(ρeiϕ)ρ ieiϕdϕ

∣∣∣∣ ≤
≤
∫ π

0

ρ | ln ρ+ i ϕ|
|ρ2 e2iϕ + 1|

dϕ ∼
∫ π

0

ρ | ln ρ |dϕ → 0

ïðè ρ→ 0 . Íàêîíåö, äëÿ z ∈ γ1, ò.å. äëÿ z = r eiπ, ïîëó÷àåì∫
γ1

f(z) dz =

∫ ρ

R

ln r + i π

(−r)2 + 1
d(−r) =

∫ R

ρ

ln r

r2 + 1
dr +

∫ R

ρ

i π

r2 + 1
dr →

→ I1 + i π

∫ ∞

0

dr

r2 + 1
,
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êîãäà R→ +∞, ρ→ 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó ln i =
π

2
i , èç ðàâåíñòâà (5) ñëåäóåò

2 I1 + i π

∫ ∞

0

dr

r2 + 1
=
π2

2
i ,

çíà÷èò, I1 =
1

2
Re

(
π2

2
i

)
= 0. Ïîïóòíî ïîëó÷åíî çíà÷åíèå èíòåãðàëà

∫ ∞

0

dr

r2 + 1
=
π

2
.

Ðèñ. 44 Ðèñ. 45

b) Âîçüìåì òó îäíîçíà÷íóþ ðåãóëÿðíóþ âåòâü ôóíêöèè f(z) =
zp−1

z + 1
, äëÿ êîòî-

ðîé zp−1 =xp−1 > 0 ïðè z = x > 0 . Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå êîíòóðà ñèñòåìó äâóõ
îêðóæíîñòåé, ñîåäèíåííûõ ðàçðåçîì [ρ;R] âåùåñòâåííîé îñè (ðèñ. 45). Òàê êàê f(z) ∈
A(C \R+) çà èñêëþ÷åíèåì ïðîñòîãî ïîëþñà z = −1 è íåïðåðûâíà âïëîòü äî ãðàíèöû
R+ (ò.å. íà âåðõíåì è íèæíåì "áåðåãàõ"ðàçðåçà ïðè x > 0), òî ñîãëàñíî îñíîâíîé
òåîðåìå 18.1∫ R

ρ

f(x) dx+

∫
CR

f(z) dz +

∫
γ

f(z) dz +

∫
Cρ

f(z) dz = 2πi · res
z=−1

f(z) (6)

(γ � íèæíèé "áåðåã"ðàçðåçà, ãäå z = r e2πi).
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè R → +∞ è ρ → 0. Ïðè ýòîì∫ R

ρ

f(x) dx → I2 (óñëîâèå 0 < p < 1 îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà).

Äàëåå,

∣∣∣∣∫
CR

f(z) dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ 2π

0

f
(
Re iϕ

)
i R e iϕdϕ

∣∣∣∣ ≤
≤
∫ 2π

0

∣∣R p−1 ei(p−1) ϕ
∣∣

|Rei ϕ + 1|
∣∣i R ei ϕ

∣∣ dϕ ≤ ∫ 2π

0

R p

|R− 1|
dϕ ∼

∫ 2π

0

R p−1 dϕ.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè R→ +∞, òàê êàê p < 1.

Òî÷íî òàê æå

∣∣∣∣∣
∫

Cρ

f(z) dz

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ 0

2π

f
(
ρ e iϕ

)
i ρ e iϕdϕ

∣∣∣∣ ≤
≤
∫ 2π

0

∣∣ρ p−1 ei(p−1) ϕ
∣∣

| ρ ei ϕ + 1|
∣∣i ρ ei ϕ

∣∣ dϕ ≤ ∫ 2π

0

ρ p

|ρ− 1|
dϕ ∼

∫ 2π

0

ρ p dϕ → 0

ïðè ρ→ 0, òàê êàê p > 0.
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Íàêîíåö, äëÿ z ∈ γ èìååì∫
γ

f(z) dz =

∫ ρ

R

f
(
r e2πi

)
e2πi dr = −

∫ R

ρ

r p−1 e 2iπ(p−1)

r e2iπ + 1
e2πi dr =

−
∫ R

ρ

r p−1 e 2iπp

r + 1
dr = −e 2iπp

∫ R

ρ

r p−1

r + 1
dr → −e 2iπp I2 .

Íàéäåì âû÷åò:

res
z=−1

f(z) = z p−1

∣∣∣∣∣
z=−1

= (−1) p−1 = e i(p−1) π = e−i π · e ip π = −e ip π

Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà (6) ïîëó÷àåì

I2 − e 2iπp I2 = −2πi e ip π ⇔ I2 = 2πi
e ip π

e 2iπp − 1
=

2πi

epπi − e−pπi
=

π

sin pπ
C

Çàìå÷àíèå. Èçâåñòíî, ÷òî

∫ ∞

0

xp−1

(x+ 1) p+q
dx = B(p, q) ,

ãäå B(p, q) � áåòà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Ïîýòîìó

∫ ∞

0

xp−1

x+ 1
dx = B(p, 1− p). Òàêèì îáðà-

çîì, ïîëó÷åíà ôîðìóëà

B(p, 1− p) =
π

sin pπ
(0 < p < 1).

25.5. Ðàçëè÷íûå òðóäíîñòè

Ðàçóìååòñÿ, ðàñïðåäåëåíèå çàäà÷, ðàññìàòðèâàåìûõ â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå, ïî ïðè-
íàäëåæíîñòè ê òîìó èëè èíîìó òèïó âåñüìà óñëîâíî (êàê è ñàìî ïîíÿòèå "òðóäíîñòè").
Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ïðèìåðû ñèòóàöèé, êîãäà è âûáîð ôóíêöèè, è âûáîð
êîíòóðà ïðåäñòàâëÿþò îïðåäåëåííûå çàòðóäíåíèÿ.

Ïðèìåðû. Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû

a) I =

∫ ∞

0

e−x2

cos 2λx dx ;

b) I =

∫ ∞

0

xp−1 cos ax dx , 0 < p < 1 , a > 0.

B Åñëè λ = 0, òî èìååì

∫ +∞

0

e−x2

dx =

√
π

2
(èíòåãðàë Ýéëåðà-Ïóàññîíà).

Äàëåå â ñèëó ÷åòíîñòè êîñèíóñà îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì λ > 0.

Ðàññìîòðèì f(z) = e−z2

, à â êà÷åñòâå êîíòóðà γR � ïðÿìîóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â
òî÷êàõ ±R, ±R + λi (ñì. ðèñ. 46).

Ïîñêîëüêó f(z) íå èìååò îñîáûõ òî÷åê â C, ñîãëàñíî îñíîâíîé òåîðåìå ïîëó÷àåì∮
γR

f(z) dz = 0 ⇔
∫ R

−R

f(x) dx+

∫
γ1

f(z) dz +

∫
γ2

f(z) dz +

∫
γ3

f(z) dz = 0 . (7)
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Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè R→ +∞ â ðàâåíñòâå (7). Ïðè ýòîì

lim
R→+∞

∫ R

−R

f(x) dx =

∫ +∞

−∞
e−x2

dx =
√
π .

Äàëåå, ∫
γ2

f(z) dz =

∫ −R

R

f(x+ iλ) dx = −
∫ R

−R

e−(x+iλ)2 dx =

= −eλ2

∫ R

−R

e−x2

(cos 2λx− i sin 2λx) dx = −2eλ2

∫ R

0

e−x2

cos 2λx dx →

−2eλ2

∫ ∞

0

e−x2

cos 2λx dx = −2eλ2

I ïðè R→ +∞.

Èíòåãðàë ïî îòðåçêó γ1, ãäå z = R + iy, y ∈ [0 ;λ], ðàâåí∫
γ1

f(z) dz =

∫ λ

0

e−(R+iy)2 i dy = i e−R2

∫ λ

0

e y2−2iRy dy .

Ïîýòîìó

∣∣∣∣∫
γ1

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ e−R2

∫ λ

0

e y2 ∣∣e−2iRy
∣∣ dy =

= e−R2

∫ λ

0

e y2

dy ≤ e−R2

∫ λ

0

eλ2

dy = e−R2

eλ2

λ → 0,

êîãäà R→ +∞.

Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà äëÿ

∫
γ3

f(z) dz.

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (7) â ïðåäåëå äàåò

√
π − 2eλ2

I = 0 ⇔ I =

√
π

2
e−λ2

.

Ðèñ. 46 Ðèñ. 47

b) Âûáåðåì îäíîçíà÷íóþ ðåãóëÿðíóþ âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè f(z) = zp−1 e−az,
äëÿ êîòîðîé zp−1 = xp−1 > 0 ïðè z = x > 0 è êîíòóð γR,ρ, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 47.

Ïîñêîëüêó f(z) íå èìååò îñîáûõ òî÷åê âíóòðè êîíòóðà, òî ñîãëàñíî îñíîâíîé òåîðåìå∮
γ R,ρ

f(z) dz = 0 ⇔

∫ R

ρ

f(x) dx+

∫
CR

f(z) dz +

∫
γ

f(z) dz +

∫
Cρ

f(z) dz = 0 . (8)
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Â ïðåäåëå ïðè R→ +∞ è ρ→ 0 ïîëó÷àåì:∫ R

ρ

f(x) dx =

∫ R

ρ

xp−1 e−ax dx →
∫ ∞

0

xp−1 e−ax dx = {t = ax} =

=
1

ap

∫ ∞

0

tp−1 e−t dt =
1

ap
Γ(p) ,

ãäå Γ(p) � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà.
Äàëåå, íåòðóäíî ïîêàçàòü (ïðîâåäèòå âûêëàäêè ñàìîñòîÿòåëüíî), ÷òî

lim
R→+∞

∫
CR

f(z) dz = 0 , lim
ρ→0

∫
Cρ

f(z) dz = 0 .

Èñêîìûé èíòåãðàë âîçíèêàåò ïðè ðàññìîòðåíèè z ∈ γ, ãäå z = iy, y ∈ [ρ , R] , êîãäà
R→ +∞ è ρ→ 0:∫

γ

f(z) dz =

∫ ρ

R

f(iy) i dy = −
∫ R

ρ

(iy) p−1 e−iay i dy =

−ip
∫ R

ρ

y p−1 (cos ay − i sin ay) dy → −ip
∫ ∞

0

y p−1 (cos ay − i sin ay) dy.

Èòàê, ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â (8) ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó∫ ∞

0

y p−1 (cos ay − i sin ay) dy =
i−p

ap
Γ(p) . (9)

Ïîñêîëüêó i−p = e−i
πp
2 = cos

πp

2
− i sin

πp

2
, òî èç (9) ñëåäóåò

I = Re

(
i−p

ap
Γ(p)

)
=

Γ(p)

ap
cos

πp

2
C

25.6. Âîïðîñû è çàäà÷è

Âû÷èñëèòå ñëåäóþùèå èíòåãðàëû ïðè ïîìîùè âû÷åòîâ:

1. a)

∫ ∞

0

cos bx− cos ax

x2
dx ; b)

∫ ∞

0

sin3 x

x3
dx

Óêàçàíèå. f(z) =
e3iz − 3 eiz + 2

z3
.

2. a)

∫ +∞

0

xn

x2n + 1
dx (n ∈ N, n ≥ 2) ; b)

∫ +∞

0

x

x6 + 1
dx ;

c)

∫ +∞

−∞

eax − ebx

ex + 1
dx (0 < a, b < 1); d)

∫ +∞

−∞

epx

(ex + 1)(ex + 2)
dx (0 < p < 2);

e)

∫ +∞

−∞

epx

chx
dx (|p| < 1) ; f)

∫ +∞

0

x2

ch x
dx ; g)

∫ +∞

−∞

x

sh x
dx

Óêàçàíèå. Êîíòóð � ïðÿìîóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè z = ±R, ±R + πi.
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3. Â çàäà÷àõ a)− c) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî xp > 0 ïðè x > 0 :

a)

∫ ∞

0

xp

x2 + 9
dx , (|p| < 1) ; b)

∫ +∞

0

xp

(x+ 2)2
dx (|p| < 1) ;

c)

∫ +∞

0

dx

xp (x+ 2)
(0 < p < 1) ; d)

∫ +∞

0

ln2 x

x2 + 1
dx ;

e)

∫ +∞

0

ln x

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx ; f)

∫ +∞

0

x ln x

(x2 + 1)2
dx .

4. a) I =

∫ ∞

0

xp−1 cos ax dx , 0 < p < 1 , a > 0 ;

b) Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû Ôðåíåëÿ:

∫ +∞

0

sin x2 dx ;

∫ +∞

0

cosx2 dx .

Óêàçàíèå. f(z) = eiz2

; êîíòóð � ãðàíèöà ñåêòîðà 0 ≤ |z| ≤ R, 0 ≤ arg z ≤ π

4
.

�26. Ëîãàðèôìè÷åñêèé âû÷åò. Ïðèíöèï àðãóìåíòà. Òåîðåìà Ðóøå

26.1. Ñâîéñòâî ëîãàðèôìè÷åñêîãî âû÷åòà

Ïóñòü f(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè ôóíêöèÿ, f(z) 6= 0. Òîãäà îïðå-
äåëåíà ôóíêöèÿ

Ln f(z) = ln |f(z)|+ i Arg f(z) = ln |f(z)|+ i (arg f(z) + 2πk), k ∈ Z,

ïðè÷åì åñëè Ln k f(z) � íåêîòîðàÿ îäíîçíà÷íàÿ âåòâü ëîãàðèôìà (çíà÷åíèå k ôèêñè-

ðîâàíî), òî ñóùåñòâóåò (Lnk f(z))′ =
f ′(z)

f(z)
.

Îïðåäåëåíèÿ. Âûðàæåíèå
f ′(z)

f(z)
íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé

ôóíêöèè f(z).

×èñëî res
γ

f ′(z)

f(z)
=

1

2πi

∮
γ

f ′(z)

f(z)
dz íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêèì âû÷åòîìôóíê-

öèè f(z) îòíîñèòåëüíî çàìêíóòîãî êîíòóðà γ.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå âûðàæàåò ñâîéñòâî ëîãàðèôìè÷åñêîãî âû÷åòà.

Òåîðåìà 26.1. Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü, ôóíêöèÿ f(z) àíà-
ëèòè÷íà â çàìûêàíèè D çà èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî, êîíå÷íîãî ÷èñëà îñîáûõ òî÷åê,
êîòîðûå âñå ÿâëÿþòñÿ ïîëþñàìè. Ïóñòü íà ãðàíèöå ∂D îáëàñòè ôóíêöèÿ f(z) 6= 0
è íå èìååò îñîáûõ òî÷åê. Òîãäà

1

2πi

∮
∂D

f ′(z)

f(z)
dz = Nf − Pf , (1)

ãäå Nf è Pf � ïîëíîå (ò.å. ñ÷èòàÿ ñ êðàòíîñòüþ) êîëè÷åñòâî íóëåé è ïîëþñîâ f(z)
â D ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå îñòàåòñÿ âåðíûì è â ñëó÷àå íåîäíîñâÿçíîé îáëàñòè D.
Ïðè ýòîì ïîä ∂D ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïîëíàÿ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ ãðàíèöà ýòîé
îáëàñòè.
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Èòàê, äëÿ ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé òðåáîâàíèÿì òåîðåìû, ëîãàðèôìè÷åñêèé
âû÷åò îòíîñèòåëüíî êîíòóðà, îãðàíè÷èâàþùåãî íåêîòîðóþ îáëàñòü, ðàâåí ðàçíîñòè
ìåæäó ïîëíûì êîëè÷åñòâîì åå íóëåé è ïîëíûì ÷èñëîì ïîëþñîâ âíóòðè ýòîé îáëàñòè.

Ïðèìåðû.

Íàéòè âû÷åò ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè

f(z) =
z − sin z

(z + 2i)2
îòíîñèòåëüíî çàìêíóòîãî êîíòóðà γ, åñëè γ:

a) |z| = 1 ; b) |z + 3i| = 2 ; c) |z| = 1 ; d) |z − 3i| = 2 .

B Äàííàÿ ôóíêöèÿ èìååò íóëü 3-ãî ïîðÿäêà â òî÷êå z0 = 0 è ïîëþñ 2-ãî ïîðÿäêà
â òî÷êå z1 = −2i (äîêàæèòå!)

a) Âíóòðè êîíòóðà |z| = 1 íàõîäèòñÿ òî÷êà z0 = 0 , ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû

òåîðåìû 21.1, ïîëó÷àåì res
γ

f ′(z)

f(z)
= 3 .

b) Âíóòðè îêðóæíîñòè |z + 3i| = 2 íàõîäèòñÿ òî÷êà z1 = −2i , ñëåäîâàòåëüíî,

res
γ

f ′(z)

f(z)
= −2 .

c) Â ýòîì ñëó÷àå z0, z1 ∈ int γ , çíà÷èò, res
γ

f ′(z)

f(z)
= 3− 2 = 1 .

d) Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ èìååì f(z) ∈ A(int γ) , ïðè÷åì f(z) 6= 0 ïðè |z − 3i| ≤ 2 ,

ïîýòîìó res
γ

f ′(z)

f(z)
= 0 C

Çàìåòèì, ÷òî îáû÷íî èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïðîáëåìà ïðîòèâîïîëîæíîãî ñâîéñòâà:
êàê èç êàêèõ-òî èíûõ ñîîáðàæåíèé íàéòè çíà÷åíèå ëîãàðèôìè÷åñêîãî âû÷åòà, ÷òîáû,
íàïðèìåð, îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî íóëåé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè â äàííîé îáëàñòè.
Ïîäõîä ê ðåøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû äàåò òàê íàçûâàåìûé ïðèíöèï àðãóìåíòà.

Ðèñ. 48 a) Ðèñ. 48 b) Ðèñ. 48 c)

26.2. Ïðèíöèï àðãóìåíòà

Ïóñòü γ � íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè z0 è z1 è íå ïðîõîäÿùàÿ ÷å-
ðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Òîãäà äëÿ êàæäîé òî÷êè z ∈ γ ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå
z = re iα, ãäå α ∈ Arg z. 2 Åñëè arg z0 = α0, òî ïðè äâèæåíèè ïî êðèâîé àðãóìåíò
z íåïðåðûâíî ìåíÿåòñÿ äî íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ α1 ∈ Arg z1. Ïðèðàùåíèå α1 − α0 íà-
çûâàåòñÿ òàêæå âàðèàöèåé àðãóìåíòà ïðè ïðîõîäå êðèâîé γ è îáîçíà÷àåòñÿ Var

γ
Arg z.

Íà ðèñ. 48 a), b), c) ïðåäñòàâëåíû ðàçëè÷íûå êðèâûå è ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèðàùåíèÿ
àðãóìåíòîâ. Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå çàìêíóòîé êðèâîé Var

γ
Arg z = 0 , åñëè íà÷àëî êî-

îðäèíàò íàõîäèòñÿ âíå γ (ðèñ. 48 b)), è Var
γ

Arg z = 2πn , åñëè êðèâàÿ ñîâåðøàåò n

2 Çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíà α îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Îáîçíà÷åíèå Arg z îòðàæàåò ëèøü âîç-
ìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèÿ, âûõîäÿùèå çà ïðåäåëû ïðîìåæóòêà äëÿ arg z.
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îáîðîòîâ âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò (ðèñ. 48 c)).

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî Var
γ

Arg f(z) íàçûâàåòñÿ âàðèàöèåé àðãóìåíòà ôóíê-

öèè f(z) ïðè ïðîõîäå òî÷êè z ïî êðèâîé γ.

Ñîäåðæàíèå òåîðåìû 26.1 òåïåðü ìîæíî ïðåäñòàâèòü â äðóãîé ôîðìå.

Òåîðåìà 26.2 (ïðèíöèï àðãóìåíòà). Ïóñòü f(z) � ôóíêöèÿ, àíàëèòè÷åñêàÿ â
îáëàñòè D çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà îñîáûõ òî÷åê, γ � çàìêíóòûé êîíòóð,
int γ ⊂ D. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå îñîáûå òî÷êè f(z), íàõîäÿùèåñÿ âíóòðè γ, ÿâëÿ-
þòñÿ ïîëþñàìè, f(z)

∣∣
γ
6= 0 è äàííàÿ ôóíêöèÿ íå èìååò îñîáûõ òî÷åê íà γ. Òîãäà

Var
γ

Arg f(z) = 2π (Nf − Pf ) , (4)

ãäå Nf è Pf � ïîëíîå êîëè÷åñòâî íóëåé è ïîëþñîâ f(z) âíóòðè γ ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåð.

Îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî íóëåé ïîëèíîìà P (z) = z3 + 3z2 + z − 5 ,
ðàñïîëîæåííûõ â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè.

B Ðàññìîòðèì ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé çàìêíóòûé êîíòóð γR, ñîñòîÿùèé
èç ïðàâîé ïîëóîêðóæíîñòè CR è îòðåçêà IR = [−Ri ; Ri] ìíèìîé îñè (ðèñ. 49), ïðè
ñòîëü áîëüøîì çíà÷åíèè R, ÷òî âíóòðè íåãî íàõîäÿòñÿ âñå êîðíè P (z) , ðàñïîëîæåííûå
â ïîëóïëîñêîñòè {Re z > 0}.

Çàìåòèì, ÷òî

Arg P (z) = Arg

(
z3

(
1 +

3

z
+

1

z2
− 5

z3

))
=

= Arg z3 + Arg

(
1 +

3

z
+

1

z2
− 5

z3

)
= 3 Arg z + Arg

(
1 +

3

z
+

1

z2
− 5

z3

)
.

Ïîýòîìó èçìåíåíèå àðãóìåíòà P (z) ïðè äâèæåíèè òî÷êè z ïî ïîëóîêðóæíîñòè ðàâíî

Var
CR

ArgP (z) = 3 Var
CR

Arg z + Var
CR

Arg

(
1 +

3

z
+

1

z2
− 5

z3

)
.

Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè R → ∞ â ïîëó÷åííîì ðàâåíñòâå. Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóþò
ïðåäåëû

lim
R→∞

Var
CR

Arg z = π ,

lim
R→∞

Var
CR

Arg

(
1 +

3

z
+

1

z2
− 5

z3

)
= 0 ,

òî ñóùåñòâóåò è ïðåäåë
lim

R→∞
Var
CR

ArgP (z) = 3π .

Ðèñ. 49 Ðèñ. 50
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Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ïåðåìåùåíèå òî÷êè z "âíèç" ïî îòðåçêó IR. Èñïîëüçóÿ ïàðà-
ìåòðèçàöèþ z = it , ãäå t ìåíÿåòñÿ îò R äî −R , èìååì

P (it) = −it3 − 3t2 + it− 5 .

Ïîñëå îòäåëåíèÿ äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé ïîëó÷àåì ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíå-
íèå êðèâîé Γ(R), ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ òî÷êà w = P (it) , â âèäå

u = −3t2 − 5 ,
v = −t3 + t ,

t ∈ [−R ; R] .

Çàìåòèâ, ÷òî ôóíêöèÿ u(t) � ÷åòíàÿ, à v(t) � íå÷åòíàÿ, íåòðóäíî èçîáðàçèòü ýñêèç
Γ(R) (ðèñ. 50). Òàê êàê u ≤ −5 , òî ýòà êðèâàÿ öåëèêîì ëåæèò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè
ïëîñêîñòè (w). Ó÷èòûâàÿ âñå âûøåñêàçàííîå, à òàêæå íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ, èìååì
ðàâåíñòâî äëÿ âàðèàöèè àðãóìåíòà:

lim
R→∞

Var
IR

Arg P (z) = lim
R→∞

Var
Γ(R)

Arg w = lim
t→−∞

arg w(t)−

− lim
t→+∞

arg w(t) =
π

2
− 3π

2
= −π .

Ïîñêîëüêó u(t) 6= 0 , òî ìíîãî÷ëåí P (z) íå èìååò íóëåé íà ìíèìîé îñè, ñëåäîâà-
òåëüíî, íà γR , ïîýòîìó ìîæíî ïðèìåíèòü ïðèíöèï àðãóìåíòà. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì
ê îòâåòó:

NP =
1

2π
lim

R→∞
Var
γR

ArgP (z) =
1

2π
(3π − π) = 1 C

26.3. Òåîðåìà Ðóøå

Òåîðåìà 26.3. Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, êîíòóð ∂D � åå ãðàíèöà; ôóíê-
öèè f(z), g(z) ∈ A(D). Åñëè

|f(z)| > |g(z)| ∀z ∈ ∂D,

òî Nf+g = Nf (çäåñü Nf+g è Nf � ïîëíîå ÷èñëî íóëåé ñîîòâåòñòâóþùåé
ôóíêöèè âíóòðè D).

Ðèñ. 51 Ðèñ. 52

Ïðèìåðû.

1. Íàéòè êîëè÷åñòâî íóëåé ìíîãî÷ëåíà F (z) â îáëàñòè D , åñëè
a) F (z) = 2z6 − 5iz3 + z − 1 , D = { |z| < 1} ;
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b) F (z) = 3z7 + iz5 − 8z4 + 2z2 + i , D = {1 < |z| < 2} .
B a) Çàìåòèâ, ÷òî F (z) � öåëàÿ ôóíêöèÿ, ïðåäñòàâèì åå â âèäå F (z) = f(z)+g(z) ,

ãäå f(z) = −5iz3 , g(z) = 2z6 + z − 1. Ïîñêîëüêó

|g(z)| = |2z6 + z − 1| ≤ 2|z|6 + |z|+ 1 ,

òî |g(z)|
∣∣∣
z∈∂D

= |g(z)|
∣∣∣
|z|=1

≤ 4 . Â òî æå âðåìÿ |f(z)|
∣∣∣
z∈∂D

= 5 , ïîýòîìó â ñèëó òåî-

ðåìû Ðóøå ìíîãî÷ëåí F (z) èìååò âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà ñòîëüêî æå íóëåé, ñêîëüêî
f(z) , ò.å. òðè.

b) Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ γ : |z| = 1 ; Γ : |z| = 2 . Òàê êàê ïðè z ∈ γ ñïðàâåäëèâû
ñîîòíîøåíèÿ

| − 8z4| = 8 , |3z7 + iz5 + 2z2 + i| ≤ 3 + 1 + 2 + 1 = 7 ,

òî ïî òåîðåìå Ðóøå ó ôóíêöèè F (z) âíóòðè êðóãà, îãðàíè÷åííîãî γ, íàõîäÿòñÿ ÷åòûðå
íóëÿ.

Àíàëîãè÷íî, îöåíèâàÿ ïðè z ∈ Γ âûðàæåíèÿ

|3z7| = 3 |z|7 = 384 , |iz5 − 8z4 + 2z2 + i| ≤ 25 + 8 · 24 + 2 · 22 + 1 = 177 ,

çàêëþ÷àåì, ÷òî âíóòðè îêðóæíîñòè Γ ìíîãî÷ëåí F (z) èìååò ñåìü íóëåé. Ïîñêîëüêó
íà îêðóæíîñòè {|z| = 1} ó äàííîãî ìíîãî÷ëåíà íóëåé íåò (îòêóäà ýòî ñëåäóåò?), òî â
îáëàñòè D = {1 < |z| < 2} èìååòñÿ ðîâíî òðè êîðíÿ F (z) C

2. Íàéòè êîëè÷åñòâî êîðíåé óðàâíåíèÿ 3z2 +ch iz = 0 â îáëàñòè D = { |z| < 1} .

B Åñëè g(z) = − ch iz è f(z) = 3z2 , òî äëÿ |z| = 1 èìååì |f(z)| = 3 |z|2 = 3 .
Êðîìå òîãî, ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ z ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
|e±iz| ≤ e|z| < e (äîêàæèòå). Ñëåäîâàòåëüíî,

|g(z)| = | − ch iz| = 1

2

(
|eiz|+ |e−iz|

)
< e < 3 = |f(z)| , åñëè |z| = 1 .

Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû Ðóøå äàííîå óðàâíåíèå èìååò â D ñòîëüêî æå êîðíåé, ñêîëüêî
óðàâíåíèå f(z) = 0 , ò.å. äâà C

3. Îñíîâíàÿ òåîðåìà âûñøåé àëãåáðû.
Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí Pn(z) = a0z

n + a1z
n−1 + · · ·+ an , ak ∈ C,

a0 6= 0 , èìååò â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ðîâíî n êîðíåé (ñ÷èòàÿ ñ êðàòíîñòÿìè).

B Ïóñòü f(z) = a0z
n , g(z) = a1z

n−1 + · · ·+ an , òîãäà èç ðàâåíñòâà

lim
z→∞

g(z)

f(z)
=

1

a0

lim
z→∞

(a1

z
+ · · ·+ an

zn

)
= 0

ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ îêðóæíîñòü CR0 = {|z| = R0} äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà, âî
âñåõ òî÷êàõ êîòîðîé ∣∣∣∣ g(z)f(z)

∣∣∣∣ < 1 ⇔ |f(z)| > |g(z)| .

Òîãäà ïî òåîðåìå Ðóøå (âñå åå óñëîâèÿ âûïîëíåíû) ìíîãî÷ëåí Pn(z) èìååò ñòîëüêî
æå íóëåé âíóòðè CR0 , ñêîëüêî è f(z) = a0z

n , ò.å. ðîâíî n. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ýòî
âåðíî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè R > R0 C
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26.4. Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì íàéäèòå âû÷åò ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèè f(z) îòíîñèòåëüíî òî÷êè z0 6= ∞, ÿâëÿþùåéñÿ ïîëþñîì ïîðÿäêà l.

2. Ïóñòü g ∈ A(z0), òî÷êà z0 6= ∞ � íóëü ïîðÿäêà n ôóíêöèè f(z). Íàéäèòå âû÷åò

ôóíêöèè
f ′(z)

f(z)
g(z) îòíîñèòåëüíî z0 , åñëè

a) g(z0) 6= 0 ; b) g(z0) = 0 .

3. Ïóñòü g ∈ A(z0), òî÷êà z0 6= ∞ � ïîëþñ ïîðÿäêà l ôóíêöèè f(z). Íàéäèòå âû÷åò

ôóíêöèè
f ′(z)

f(z)
g(z) îòíîñèòåëüíî z0 , åñëè

a) g(z0) 6= 0 ; b) g(z0) = 0 .

4. Íàéäèòå âû÷åò ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(z) îòíîñèòåëüíî òî÷-

êè z0 , ò.å. res
γ

f ′(z)

f(z)
, åñëè

a) f(z) =
sin (z2)

z (z2 + 1)3
; z0 = 0 ; z0 = π ; z0 = −i .

b) f(z) =
e z − cos z

(1− cos z)2
; z0 = 0 ; z0 = π ; z0 = 2π .

5. Íàéäèòå ëîãàðèôìè÷åñêèé âû÷åò ôóíêöèè f(z) îòíîñèòåëüíî êîíòóðà γ , åñëè

a) f(z) =
e z2

(z3 + i)2
; γ = {|z| = 2} ;

b) f(z) =
sh z

ez − 1
; γ = {|z| = 9} .

6. Îïðåäåëèòå êîëè÷åñòâî íóëåé ïîëèíîìà P (z), ðàñïîëîæåííûõ â ïðàâîé ïîëóïëîñ-
êîñòè, åñëè

a) P (z) = z3 + z2 − 4z + 6 ; b) P (z) = z3 − 2z − 5 ;

c) P (z) = z7 − 4z − 7 ; d) P (z) = z3 + 5z2 + 9z + 5 .

7. Äîêàæèòå, ìíîãî÷ëåí Pn(z) = αnz
n + αn−1z

n−1 + · · ·α1z + 1

(αk ∈ C , |αk| = 1 ) íå èìååò êîðíåé âíóòðè êðóãà

{
|z| < 1

2

}
.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèøü îäèí êîðåíü óðàâíåíèÿ z eλ−z = 1 , ãäå λ > 1 ,
îòâå÷àþùèé óñëîâèþ |z| < 1 .

9. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî íóëåé ìíîãî÷ëåíà P (z) â îáëàñòè D , åñëè

a) P (z) = z10 − 6iz7 + 2z6 − z + i , D = { |z| < 1} ;

b) P (z) = z8 + iz6 + z4 − 12z3 + 3z + 5 , D = {1 < |z| < 2} ;

c) P (z) = z12 + 6z9 + iz2 + 10 , D = {1 < |z| < 2} ;

d) P (z) = z4 + 5iz3 + (2 + i) z + 1 , D = {|z| > 1} .


